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RESUME. — Nous étudions expérimentalement les interactions résonantes d’ondes de gravité dans un bassin de houle
en profondeur infinie. Nous générons pour cela une houle bi-chromatique dont les directions des composantes forment
un angle aigu et dont nous contrélons indépendamment la cambrure et la fréquence. Ces deux ondes méres interagissent
non-linéairement et donnent naissance a une onde fille dont les propriétés (taux de croissance et courbe de réponse réso-
nante) sont pleinement caractérisées par nos essais. Tous nos résultats a faible cambrure sont en accord quantitatif avec
la théorie des interactions résonantes a quatre vagues de Longuet-Higgins [1962]. Ces expériences étendent aux angles
aigus les mesures faites jusqu’a présent dans la configuration de vagues perpendiculaires. Enfin, des essais a cambrure
plus forte montrent I’apparition d’ondes supplémentaires qui proviennent d’interactions non-résonantes et qu’on étudie
quantitativement a 1’aide de 1’équation de Zakharov [1968].

Mots-clés : vagues océaniques, houle, spectre de vagues, interactions non-linéaires, ondes de gravité

Experimental observation of four-wave resonant interactions in a wave basin

ABSTRACT. — We experimentally study resonant interactions of oblique surface gravity waves in a large basin. Our
results strongly extend previous experimental results performed mainly for perpendicular or collinear wave trains. We
generate two oblique waves crossing at an acute angle, while we control their frequency ratio, steepness and direc-
tions. These mother waves mutually interact and give birth to a daughter wave whose properties (growth rate, resonant
response curve and phase locking) are fully characterized. All our experimental results at low steepness are found in
good quantitative agreement with four-wave interaction theory [Longuet-Higgins, 1962] with no fitting parameter.
Off-resonance experiments are also reported and the relevant theoretical analysis is conducted and validated. Waves with

stronger steepness produce new daughter waves that are explained by means of Zakharov [1968] theory.

Key-words: ocean waves, swell, wave spectrum, nonlinear interactions, gravity surface waves,

I. INTRODUCTION

Les interactions vague-vague non-linéaires sont au coeur
des échanges d’énergie prenant place lors de la propagation
des vagues océaniques. Elles contribuent a 1’évolution du
spectre d’énergie de 1’état de mer, au méme titre que 1’action
du vent, la dissipation par moutonnement, le déferlement
bathymétrique... Dans les modéles spectraux d’états de mer,
ces différents processus physiques sont modélisés par des
termes sources d’énergie (apports dus au vent) ou puits
d’énergie (processus dissipatifs, tels que le moutonnement
par exemple), ou encore des termes de transfert qui redistri-
buent I’énergie avec un bilan nul, comme c’est le cas des
interactions vague-vague [voir par exemple Cavaleri et al.,
2007]. En grande profondeur d’eau, les effets du troisiéme
ordre (ou interactions a quatre vagues) induisent en effet des
transferts d’énergie, faibles, entre les composantes du
spectre, ce qui produit toutefois des modifications majeures
du spectre en raison des grandes distances et durées de pro-
pagation. Les interactions non-linéaires font intervenir le
concept de résonance pour laquelle les taux de transfert sont
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maximaux [Phillips, 1960 ; Longuet-Higgins, 1962 ;
Hammack et Henderson, 1993] ; les conditions de résonance
pour les interactions a 4 vagues s’écrivent
0+, =0,+0, ¢t k +k, =k +k, ou on note w, la
pulsation des ondes et &, leur vecteur d’onde. On utilisera la
notation (1,2,3,4) pour désigner le quartet d’ondes corres-
pondant. L’évolution spatio-temporelle des 4 ondes d’un
quartet donné dépend notamment du nombre d’ondes initia-
lement présentes. Pour 2 ondes initialement présentes, 1’ins-
tabilit¢ de Benjamin-Feir se produit si lesdites ondes sont du
méme coté des conditions de résonance, avec alors I’appari-
tion d’ondes satellites ayant une évolution exponentielle de
leur amplitude aux temps courts et la possibilit¢ d’une cas-
cade d’énergiec entre 1’onde fondamentale et des niveaux
successifs de satellites latéraux [Kartashova et Shugan 2011].
Pour 4 ondes initialement présentes, il peut exister des ondes
de forme permanente pour lesquelles les transferts d’énergie
sont équilibrés et les amplitudes des 4 ondes restent
constantes. De telles ondes ont été étudiées expérimentale-
ment [Kimmoun et al, 1999 ; Liu et al., 2015]. Enfin, pour 3
ondes initialement présentes, Longuet-Higgins [1962] prédit
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I’apparition d’une quatrieme onde, dont 1’amplitude croit
linéairement, lorsque le quartet ainsi formé est résonant. Par
I’é¢tude de directions différentes et a des distances plus
grandes, par I’observation de cascade d’énergie, le présent
papier vient compléter le nombre relativement faible
d’études expérimentales dédiées a cette configuration
[Longuet-Higgins et Smith., 1966 ; McGoldrick et al., 1966 ;
Tomita, 1989 ; Bonnefoy e al, 2016]. Nous étudions plus
particuliérement ici le cas courant d’une résonance dite
« dégénérée » ou les ondes 1 et 2 sont identiques. Si on se
place en milieu océanique considéré infini et si les deux
ondes 1 et 3 sont initialement présentes seules (ondes dites
« meres ») alors I’onde 4 dite onde « fille », de vecteur
d’onde k, = 2k, —k,, apparait naturellement et comme sa
pulsation vérifie , =20, —m; (le quartet (1,1,3,4) est
résonant) ’amplitude a, de I’onde fille croit linéairement au
cours du temps (sur des temps courts), comme 1’a montré
Longuet-Higgins [1962]. Dans ce cas dégénéré, pour une
onde 1 donnée, le lieu dans le plan (kx,k},) des vecteurs
d’onde k; qui forment avec k, et k, =2k, —k, un quartet
d’ondes résonant, est montré sur la figure 1 a gauche en trait
plein noir : il s’agit de la célebre « figure de huit » de
Phillips [1960].

Pour des ondes générées en bassin cette fois, 1’ampli-
tude a, de ’onde fille croit linéairement en fonction
de la distance d au batteur, suivant une loi théorique
[Longuet-Higgins, 1962]

a; =g, dG(0), (1)
ou & =k,a, estla cambrure de I'onde i, 6 I’angle entre
les 2 ondes méres résonantes et G le taux de croissance qui
dépend de la position sur la figure de huit de Phillips, autre-
ment dit de I’angle 0. Le rapport des fréquences 7 = f; / f,
est déterminé aussi par ’angle 6. Le taux G est montré sur
la figure 1, a droite ou les angles 6 positifs et négatifs cor-
respondent respectivement aux lobes gauche et droite de la
figure de huit de Phillips ; on remarque un maximum autour
de =6, =25° (r=r, =1.258). Dans les années 1960,
des expériences historiques [Longuet-Higgins et Smith,
1966 ; McGoldrick et al., 1966] ont validé cette théorie en
bassin pour le cas particulier 0 = 90° avec la vérification du
taux correspondant G(90°) =042.

Ce type d’essais a été repris aussi par Tomita [1989].
Chacune de ces expériences a été réalisée dans un bassin
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rectangulaire équipé de deux batteurs installés sur des cotés
adjacents, chaque batteur générant une onde mere. Ces der-
nieres se propagent donc perpendiculairement et I’onde fille
apparait avec un angle de 9° environ par rapport a la direc-
tion de I’onde meére la plus courte.

Les expériences que nous présentons dans ce papier sont
destinées dans un premier temps a étendre la validation de
la théorie des interactions résonantes de Longuet-Higgins
[1962] pour des directions de propagation différentes du seul
cas perpendiculaire étudié jusqu’a ce jour. On en présente
ici les principaux résultats qui valident la théorie a faible
cambrure [Bonnefoy et al., 2016]. Dans un second temps,
des essais a grande distance ou grande cambrure montrent
les limites de ladite théorie et ’utilisation de la théorie de
Zakharov [1968] apporte le cadre théorique nécessaire a la
compréhension des interactions observées avec notamment
des cascades d’énergie.

II. EXPERIENCES EN BASSIN

Nous générons des ondes bi-chromatiques (ondes meres 1 et
3) dans le bassin a houle de 1’Ecole Centrale de Nantes (ECN)
de dimensions en plan 50 m par 30 m, pour une profondeur
d’eau constante de 5 m (I’ensemble des houles observées sont
en condition de profondeur infinie) ; nous observons 1’appari-
tion de I’onde fille de pulsation 2@, — @, en raison de I’inte-
raction résonante dégénérée. L’angle @ entre les ondes méres
varie entre -10° et +40° de maniére a étendre les résultats
expérimentaux précédents, obtenus pour 6 = 90° uniquement.
Dans la gamme d’angle visée, on peut générer les houles
bi-chromatiques dans le bassin de I’ECN grace au batteur
segmenté et de plus, le taux de croissance théorique est éleve
dans cette gamme, ce qui conduit a des amplitudes de I’onde
fille mesurables a distance suffisante (5 a 20 m du batteur).

Un réseau linéaire constitué de 10 sondes a houle résistives
réguliérement espacées est placé dans le bassin, couvrant
une longueur totale de 25 m. La figure 2 montre a gauche
le schéma du bassin avec les vecteurs d’onde des ondes
meres générées lorsque 0 =60, =25°, ainsi que la posi-
tion des sondes résistives. Le repere est donné sur la figure
pour ’orientation des vagues. Le réseau de sondes est aligné
suivant la direction de ’onde fille lorsque 6 =6, . Dans ce
cas-1a, les ondes meéres sont générées avec des directions
+12.5° et le réseau doit étre placé avec une angle de -23°
dans le bassin, comme sur la figure 1 a gauche.
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Figure 1 : A gauche : lieux des essais expérimentaux sur la figure de huit de Phillips [1960] : expériences historiques (étoile noire)
et expériences présentées (jeu A : point bleu, jeu B : trait plein rouge, jeu C : trait interrompu vert). A droite : taux de croissance
G(G) (les angles O positifs et négatifs correspondent respectivement aux lobes gauche et droite de la figure de huit de Phillips).
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Figure 2 : A gauche : bassin de houle de I’'ECN (zone grisée = zone homogene, cercles = sondes a houle et fleches = vecteurs
d’onde, (onde 1 au milieu en vert, onde 3 en haut en rouge et onde 4 en bas en bleu)). A droite : Spectre fréquentiel de 1’élé-

vation mesurée a d =21.5 m. Les traits verticaux correspondent aux fréquences :
évolution temporelle de [’élévation de surface libre n(t). Conditions d’essai r =7,

Pour le batteur, on contrdle la fréquence des ondes méres,
leur direction ainsi que leur amplitude a, prés du bat-
teur, ¢’est-a-dire leur cambrure initiale &, = k,a,. Les fré-
quences sont choisies dans une gamme adaptée au bassin
et permettant des distances de propagation importantes. La
valeur f, =0.9 Hz est retenue, celle de f, étant dépen-
dante de l’angle 6. La direction des ondes méres est choisie
de maniére a ce que primo ’angle entre les deux ondes
méres soit I’angle O visé et deuxio que 1’onde fille attendue
se propage dans la direction du réseau de sondes (afin de
bénéficier d’une distance d’interaction importante). Lors des
essais pour un angle 6 jusqu’a 40° entre les ondes méres,
on trouve avec ’aide de la figure de huit de Phillips que
celles-ci doivent avoir une direction jusqu’a 40° par rapport
a I’axe principal (axe x) du bassin.

La génération de ces vagues bi-chromatiques obliques est
assurée a 1’aide du batteur segmenté multi-directionnel com-
posé de 48 volets indépendants. Ces volets sont contrdlés
avec la méthode de Dalrymple [1989] tirant avantage des
réflexions sur les murs latéraux. Le recours a cette technique
est indispensable pour générer des houles obliques avec des
directions atteignant 40° sur une zone homogene étendue au
centre du bassin. Sur la figure 2 a4 gauche, la zone grisée
correspond a la zone homogeéne ou ’amplitude des vagues
est quasi-uniforme. En dehors de cette zone, les réflexions
sur les murs créent des ondes partiellement stationnaires. On
place les sondes a I’intérieur de cette zone.

Dans ce papier, on présente deux catégories d’essais dites
pour l’instant a faible cambrure et a forte cambrure. Les
essais de faible cambrure (ka = 0.05) sont divisés en 3
jeux d’essais A, B et C. Le jeu noté A correspond au taux
théorique maximum de croissance 6 =0, . Il s’agit du point
A en bleu sur la figure de huit de Phillips qui est montrée
sur la figure 1 a gauche. Le jeu B regroupe les essais dont
les ondes méres en condition résonante sont générées pour
des angles variables. Sur la figure 1, & gauche, un trait plein
en rouge matérialise ces essais. Le jeu C enfin correspond
a des ondes hors-résonance. On a choisi pour simplifier de
conserver I’onde mére 1 (f, =09 Hz et g =.007) et
de varier 'onde mére 3 : la direction 0 =0, est fixe mais
la fréquence de I’onde 3 varie entre 0.9 Hz et 1.6 Hz (trait
interrompu vert sur la figure 1 a gauche).

58

Lo i foo 215, fi+ Sy et 2f,. Encart :
0=0, et g =€ =0.05.

A droite de la figure 2, on montre en encart un exemple
d’élévation mesurée sur une des sondes du résecau employé,
sur lequel on observe un signal a battement, typique d’une
houle bi-chromatique. Le spectre d’amplitude correspondant,
estimé par une transformée de Fourier discréte, est tracé
¢galement sur la figure 2 a droite. On observe des pics cor-
respondant aux ondes meres de fréquence f, et f;, aux har-
moniques du second ordre (2f,, f, + f; et 2f;) et a 'onde
fille de fréquence f, =21, — f;.

Les essais a forte cambrure reprennent les mémes condi-
tions que les jeux A et C précédents. La cambrure des
ondes meéres varie cependant dans une gamme allant jusqu’a

ka=0.14.

III. RESULTATS

En terme d’analyse dimensionnelle, 1’équation ]1)3 montre
que la cambrure moyenne définie par &= 8]2 833 est le
paramétre de cambrure significatif de 1’interaction résonante
dégénérée considérée. Les autres paramétres adimension-
nels sont définis comme le rapport des cambrures des ondes
méres =g, /&, la distance adimensionnelle k,d , la direc-
tion de chaque onde. On définit ici la distance non-linéaire
k4d82. D’aprés 1’équation (1), on s’attend en effet a ce que
I’amplitude de I’onde 4 évolue comme & sur des distances
non-linéaires caractéristiques de 1’ordre de k,d&’.

IIL.1. A faible distance non-linéaire (k4d€2 <)

II.1.1. Au maximum du taux de croissance a la résonance

On consideére dans un premier temps le jeu A d’essais au
maximum du taux de croissance ou les ondes bi-chroma-
tiques vérifient f,/ f, =r, =1258 et 0=0 =25°. A
gauche sur la figure 3, le relevé de I’amplitude de 1’onde 4
le long du réseau de sondes montre que ’amplitude a, de
I’onde fille croit approximativement linéairement avec la
distance d depuis le batteur, quelle que soit la cambrure.
Les variations de pente illustrent le fait que le taux de crois-
sance dépend de la cambrure initiale de I’onde 1.

Plus en détail, on étudie comment le taux de croissance
de I’onde fille varie en fonction de &, et &,. Sur la figure 3
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Figure 3 : Amplitude de [’onde résonante a, pour &, = 0.05 et r =71, . A gauche : amplitude a, selon la distance d pour dif-
Sférentes & = 0.010, 0.017, 0.028, 0.041, 0.056 et 0.068 (du bas vers le haut). A droite : amplitude normalisée a, / [d83G(9m)
en fonction de 812 pour différentes distances d =9.9 m (), 14.9 m (m), 19.9 m (*) et 24.9 m (o). La ligne en tiret, de pente

1:1, est le résultat théorique de I’équation (1).

a droite, on vérifie que I’évolution de I’amplitude a, de
I’onde fille est proportionnelle a la cambrure de 1’onde meére
1 au carré, comme attendu d’apres I’équation (1). L’étude de
I’évolution de a, en fonction de la cambrure de I’onde mére
3 montre une dépendance linéaire en &,, comme attendu
(non montré ici). De méme, les essais mettent également
en évidence un verrouillage de phase de ’onde fille dont
la phase ¢, s’exprime & partir de celles des ondes meéres
¢, =—n/2+2¢ —¢, (non montré ici).

11.1.2. Pour un écart de directions des ondes meres
entre -10° et 40°

On étudie ici I’influence de I’angle 6 entre les directions
des ondes méres, avec la série B d’essais, et on estime le
taux de croissance le long de la figure de huit (trait plein
rouge sur la figure 1 a gauche). On montre sur la figure 4
I’amplitude de 1’onde 4, qu’on normalise par le facteur
gle,d d’aprés les observations précédentes, en fonction de
I’angle 6 entre les ondes méres. Les courbes en trait plein
sont les prédictions théoriques de Longuet-Higgins [1962].
On observe que sur toute I’étendue d’angle 6 testée, 1’ac-
cord est trés bon entre mesures et théorie.
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Figure 4 : Amplitude normalisée a, en fonction de I'angle
0 pour différentes sondes : distance d = 7.8 m (4), 9.9
m (o), 11.9 m (m) et 13.8 m (*). Trait plein : courbe de
résonance théorique G(@) pour <1 (noir) et r>1
(rouge) d’aprés Longuet-Higgins [1962]. & =&, = 0.07,
fi=09Hz er 0.83 r<1.38.
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IIL2. A grande distance non-linéaire ( k,d g =1)

Les résultats précédents valident la théorie de
Longuet-Higgins [1962], obtenue par une décomposition en
série de perturbation au troisiéme ordre en cambrure. Les expé-
riences présentées concernent des ondes meres de faible cam-
brure pour lesquelles, compte tenu des distances parcourues,
les échanges d’énergie restent faibles et ne modifient pas de
facon significative I’amplitude des ondes méres. Cela constitue
justement une hypothese faite par Longuet-Higgins [1962], a
savoir que les ondes méres sont d’amplitude constante.

A grande distance ou a forte cambrure, les transferts
d’¢énergie entre les ondes du quartet viennent cependant
modifier les résultats précédents.

Les mémes essais ont donc été réalisés avec des cambrures
plus fortes (jusqu’a ka = 0.14 ou les premiers déferlements
apparaissent) de maniére a étudier les modifications appor-
tées. Pour simplifier, on présente ici uniquement les résultats
tirés des essais avec des ondes meéres de cambrures égales
& = &,. On présente dans la suite les observations faites
avec notamment un pompage de I’onde mére 1 qui voit son
amplitude diminuer au fur et a mesure de sa propagation,
une perte du verrouillage de phase du fait des vitesses de
phase non-linéaires ainsi que l’apparition de composantes
supplémentaires, en 3f, —2 f; notamment, dues a des inte-
ractions a 4 vagues en quasi-résonance avec 1’onde fille et
I’une des ondes meres.

La figure 5 montre quatre vues du bassin pour différentes
cambrures ; ce sont des photos prises depuis le batteur
lors de quatre essais en résonance dégénérée a cambrure
& =&=0.05,0.1,0.12 et 0.14 (avec f, =09Hz, r=r,
et =6, ). En haut & gauche pour la cambrure faible, on
peut observer uniquement les ondes méres superposées,
I’amplitude de 1’onde fille restant faible y compris a grande
distance du batteur. Ensuite, lorsque la cambrure augmente,
on voit apparaitre des crétes de plus en plus inclinées sur
I’image : il s’agit en fait de paquets de vagues obliques se
propageant avec une direction importante, de 1’ordre de 45°
visible sur la figure. Ces paquets sont constitués de vagues
qui se propagent avec une direction moins grande (les crétes
sont peu visibles sur la figure). Ces paquets sont formés de
la superposition de plusieurs ondes filles comme on le verra
par la suite.
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Figure 5 : Vue du bassin pour des ondes en interaction résonante dégénérée. D’en haut a gauche a en bas a droite, les cam-

brures sont € =&, = 0.05, 0.1, 0.12 et 0.14 (les autres paramétres sont les mémes f, = 0.9 Hz, r =7,

Dans un premier temps, nous étudions en détail 1’effet de
la cambrure sur I’onde mére 1 et sur I’onde fille 4.

111.2.1. Pompage de I'onde 1

L’étude théorique du probleme permet de trouver une
solution pour I’évolution de ’onde mére aux distances inter-
médiaires k4d82 <1 en tenant compte de I’évolution
linéaire de I’amplitude de 1’onde fille. En reportant 1’évolu-
tion linéaire de a, dans I’équation de Zakharov pour 1’onde
mere 1 (voir systeme (5)), on obtient apres calculs la relation

quadratique suivante
5

2
2 3
&y (Tus ) (B Al

3
€10 ki ks

(ke )2 . ©

k4 810

1/3
avec I’échelle de distance D =g°d ou S=(£]20830) et
avec la notation &, pour les cambrures initiales proche du

0 05 1 15 2
Normalized distance k 4d &

et 0=0,).

n

batteur. Cela signifie que 1’onde mére voit son énergie dimi-
nuer au cours de la propagation en raison du transfert vers
I’onde fille ; on parle de pompage par I’onde fille. Il est a
noter qu’on trouve de manicre analogue que I’onde mére 3
voit, elle, son amplitude augmenter (non montré ici). La
figure 6 montre a gauche 1’évolution spatiale de la cambrure
de I’onde 1, avec les échelles de normalisation tirées de
I’équation (2). On a ajouté une ligne en pointillé noir pour
I’hypothese de Longuet-Higgins [1962], une ligne en poin-
tillé rouge pour la formule approchée (2) et une ligne en trait
plein noir pour la solution numérique de 1’équation de
Zakharov (voir Annexe). On constate que les courbes expéri-
mentales de 1’évolution spatiale de 1’onde 4 suivent la loi
approchée jusqu’a k,d &” = 0.6 ; au-dela cette loi n’est plus
suffisante pour décrire les observations.

La solution numérique de 1’équation de Zakharov (ligne
en trait plein noir sur la courbe) montre que I’amplitude de
I’onde mére 1 passe par un minimum d’amplitude puis que

o
=

o
=3

o
>

o
o

Steepness 9412 G
o o
w =

o
N

0.1

0 05 1 15 2
Normalized distance k 4 d

Figure 6 : Evolution des cambrures mesurées en condition de résonance avec & =&, (voir la légende). A gauche : cam-

brure mesurée de [’'onde mere et prédictions théoriques (en tiret noir . théorie de Longuet-Higgins, en tiret rouge : modeéle de
Zakharov a distance intermédiaire, en trait plein noir : solution numérique de [’équation de Zakharov). A droite : cambrure
mesurée de [’onde fille et prédictions théoriques (en tiret noir : théorie de Longuet-Higgins, en trait plein noir : solution numé-
rique de [’équation de Zakharov).

60

9.indd 60 22/09/2017 12:53:21



9.indd 61

La Houille Blanche, n° 5, 2017 p. 56-63

le transfert s’inverse jusqu’a revenir a la situation de départ
(récurrence). La taille finie du bassin utilis¢é ne permet pas,
pour les longueurs d’onde choisies d’observer plus loin le
comportement de 1’onde mére 1. L’amplitude de 1’onde mére
1 diminuant, on s’attend a ce que le taux de croissance de
I’onde fille 4 diminue également jusqu’a un certain équilibre.

II1.2.2. Arrét de la croissance de I'onde fille

La figure 6 a droite montre I’amplitude de 1’onde fille nor-
malisée par I’échelle caractéristique Ge en fonction de la
distance non-linéaire k,d&’, avec = (5120530 )1/3 . On a ajouté
en pointillé noir la prédiction théorique de Longuet-Higgins
[1962] et en trait plein noir la solution numérique de I’équa-
tion de Zakharov (voir Annexe).

On observe que les mesures a faible cambrure & < 0.08
se superposent et collent aux prédictions pour les distances
non-linéaires adimensionnelles inférieures a 0.3. On note
toutefois une diminution du taux de croissance a plus grande
distance non-linéaire.

A droite sur la figure 6, sont reportés également des résul-
tats a plus forte cambrure (&< 0.08). On observe encore
que les courbes suivent la premicre bissectrice jusqu’a la
distance non-linéaire k,de” = 0.3 : il s’agit du comporte-
ment faiblement non-linéaire décrit plus haut. Pour des dis-
tances non-linéaires plus grandes, les courbes se séparent. Le
comportement a grande distance non-linéaire dépend donc
de la cambrure des ondes meres. On voit aussi que 1’écart
a la solution numérique de 1’équation de Zakharov (solution
auto-similaire) est nettement marqué.

La théorie de Zakharov, qui prédit le pompage de ’onde
1, ne suffit pas a expliquer la diminution du taux de crois-
sance. Il se produit donc un échange d’énergie non pris en
compte dans les calculs qui sont basés sur I’hypothése que
seules les trois ondes 1, 3 et 4 sont présentes.

1I1.2.3. Résonances en cascade

Une analyse fréquentielle des essais a forte cambrure
révele ’apparition de nouvelles ondes aux fréquences
fs =3/ —-2f, et f, =4f —3f,. Par exemple la figure 7

montre a gauche I’amplitude de Fourier relevée sur
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Figure 7 : A gauche :
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I’¢élévation mesurée a 21.5 m du batteur, pour un essai a la
résonance au maximum du taux de croissance et pour des
cambrures fortes égales & = &; = 0.14. On identifie un pre-
mier groupe de 5 pics principaux avec dans I’ordre des fré-
quences des ondes méres f;, f, générées au batteur, puis
de 3 ondes filles f,, f,=2f,—f =127Hz et
fe=2f,—f;=145Hz : les ondes 5 et 6 sont d’ampli-
tude supérieure a I’onde 4 pour cet essai et a cette distance.
On peut noter que les ondes filles en cascade possédent des
fréquences du type Nf, —(N—l)f3 avec par exemple
N =3 pour ’onde 5 e¢ N =4 pour Ionde 6. Un second
groupe comprend les ondes liées du second ordre
2f, =142 Hz, f + f,, et 2f,. On peut noter que le pic a
f, + f; indiqué par une fléche est en fait double : I'un des
pics est effectivement f; + f; =1.61 Hz et le second cor-
respond a I’onde 7 de fréquence f; =5f —4f, =1.64 Hz
(la fenétre temporelle d’analyse dure 87 s et permet de
résoudre ces 2 pics proches).

IV. DISCUSSION

L’existence des ondes 5 et 6 s’explique par des interac-
tions a 4 vagues qui couplent les ondes du quartet avec
des ondes hors du quartet. De nouveaux quartets dégéné-
rés appelés quartets ultérieurs ou quartets de cascade appa-
raissent donc lors de la propagation. Ainsi, ’onde 5 apparait
comme I’onde fille du quartet ultérieur (1,4,3,5) et 'onde 6
du quartet ultérieur (4,4,3,6).

La figure 7 a droite montre en exemple les figures de huit
intervenants pour I’onde 5. On trace la premiére figure de
huit, noire et horizontale, pour le quartet résonant (1,1,3,4)
de départ (vecteurs d’onde 2k, (horizontal et noir), &,
(bleu) et k, (rouge)). L’angle entre k, et k; est 25°, ce
qui correspond au taux de croissance résonant maximum.
Ensuite, on trace une seconde figure de huit pour le quartet
de cascade (1,4,3,5) produisant 1’onde 5 (en rouge, inclinée
et décalée vers le haut pour plus de clarté). Il met en jeu les
vecteurs d’onde &, (noir), k, (rouge), k, (bleu) et ks (vert).
Comme ce quartet (1,4,3,5) n’est pas dégénéré, on peut voir
que la figure de huit comporte deux parties disjointes. Dans

spectre fréquentiel de l'élévation T](t), mesuré a d = 21.5 m. Les traits verticaux correspondent aux

fréquences: fy, fi. fi. fs =21t 2fs. fo =2f,—fs. fi+ [y et 2f,. Encart : évolution temporelle de I'élévation 1(t).
Conditions d'essai ¥ =1,, 0=0 et g =&, =0.14. 4 droite : figures de huit pour décrire les interactions en cascade. En bas,
figure de huit noire horizontale : quartet initial (1,1,3,4) (vecteurs d'onde noir, bleu et rouge) et en haut, figure de huit rouge
inclinée : quartet (1,4,3,5) (vecteurs d'onde noir, rouge, bleu et vert).
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Figure 8 : Cambrure des ondes de cascade 5 et 6 pour des essais en condition de résonance avec & = &, (voir la légende). La
cambrure est normalisée au moyen des cambrures meres initiales. Les lignes avec points sont les mesures, les lignes seules sont

les résultats de simulation aux mémes cambrures.

ce nouveau quartet, le vecteur d’onde k, tombe proche de la
figure de huit (le quartet est quasi-résonant) dans une zone
ou le taux de croissance de 1’onde fille concernée est élevé.
On trouve que I’angle entre k&, et k5 est de -16° ; les ondes
4 et 5 ont des directions voisines. L’explication est similaire
pour I’onde 6 pour former le quartet de cascade (4,4,3,6) :
I’onde 6 forme un angle de -19° avec 1’onde 1.

On montre sur la figure 8 la mesure des cambrures des
ondes, 5 a gauche et 6 a droite, pour des essais a cambrures
variables a la résonance du quartet (1,1,3,4) avec & = &,.
On observe expérimentalement (lignes avec des ronds) une
croissance significative des ondes de cascade 5 et 6, en
retard par rapport a I’onde 4, et avec un taux de croissance
comparable a celui de I’onde fille 4. Cette croissance forte
se produit jusqu’a k,de’ =0.7, puis les cambrures des
ondes 5 et 6 saturent a des valeurs proches de 0.5¢ .

Pour confirmer la capacité de la théorie de Zakharov a
décrire quantitativement les interactions en cascade obser-
vées, on intégre numériquement 1’équation de Zakharov
(voir Annexe) et on trace les courbes sans point qui sont
les cambrures prédites par 1’équation de Zakharov utilisée
en incluant les quartets (1,4,3,5) et (4,4,3,6). On observe
que pour I’onde 5 (figure 8 a gauche), la cambrure mesurée
lors des essais est bien reproduite lorsque € < 0.1 en termes
de retard relatif a 'onde 4 et de taux de croissance, et ce
jusqu’a la distance non-linéaire k,de’ =1. Pour des cam-
brures initiales au-dela de €= 0.1 le modéle s’écarte des
mesures en surestimant le taux de croissance et en ne prédi-
sant pas la saturation observée. Cette derniére est a relier au
déferlement détecté lors des essais.

Pour’onde 6 (figure 8 a droite), les solutions numériques sous-
estiment largement les taux de croissance observés : il manque
vraisemblablement des termes dans les équations utilisées.

V. CONCLUSIONS

Les expériences historiques des années 1960 et 1980 sur
les interactions résonantes a 4 vagues ont été revisitées et
étendues a 1’aide d’essais en bassin a houle multi-direc-
tionnelle. Le batteur segmenté piloté en tirant avantage des
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réflexions sur les murs latéraux permet d’accéder a des cas
inaccessibles dans des bassins équipés de 2 batteurs plans
perpendiculaires. Le taux de croissance théorique de 1’onde
fille donné par Longuet-Higgins [1962] est confirmé a faible
distance non-linéaire k,d&’ < 0.5 pour des ondes méres se
propageant avec un angle aigu compris entre -10 et 40°. A
plus forte cambrure, cette théorie est dépassée et 1’intégra-
tion numérique de 1’équation de Zakharov permet de prédire
I’évolution des ondes méres (pompage de 1’onde 1) a plus
grande distance non-linéaire k,de’ =1.5.

L’apparition de nouvelles ondes filles intervenant dans
des quartets ultérieurs (1,4,3,5) et (4,4,3,6) est mise en évi-
dence et 1’évolution spatiale de leur cambrure est donnée.
Ces ondes forment avec 1’onde 1 et I’onde 4 des paquets
de vague obliques dont la direction apparente dépend de la
cambrure. Lorsque la cambrure des ondes meres est élevée,
le déferlement apparait en premier pour les ondes courtes
présentes a ’intérieur de ces paquets.

La cascade d’interactions observée est expliquée par la
théorie de Zakharov [1968] des interactions a 4 vagues.
Les quartets formés aprés 1’apparition de I’onde fille
4 sont quasi-résonants et montrent un fort taux de crois-
sance. La résolution numérique de 1’équation de Zakharov
incluant les ondes 5 et 6 permet de prédire quantitative-
ment les observations expérimentales pour ’onde 5 mais
pas pour I’instant pour 1’onde 6 (voir les systémes (5) et
(7)). Le déferlement visible lors des essais peut jouer un
role dans les différences observées entre simulations et expé-
riences. Des essais plus systématiques sont nécessaires pour
mieux caractériser le comportement des quartets ultérieurs
et des résonances nouvelles.
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VII. ANNEXE

L’¢élévation de surface libre en profondeur d’eau infinie est
décrite comme une superposition d’ondes libres qu’on écrit
de la maniére suivante :

k" —io(k) ] ik
_ n i _ io ik.x 3
n (1.1) j[zwj [B(kr)e ™ + B (k) et ak, B)
ou B est Pamplitude complexe, @ la pulsation, k le vec-
teur d’onde et k =k v . L’équation de Zakharov [1968] régit
I’évolution temporelle de I’amplitude B du fait des interac-
tions a 4 vagues :

i0,B, = le34BzB3B451+27374em'234tdk2dksdk4’ 4)
ou les pulsations sont ®,, le désaccord linéaire en fré-
quence est A,,, = ®, + ®, —w; —®,. On utilise les nota-
tions 8, ,,=0(k+k,—k;—k,) et B =B(k,t).
Les coefficients d’interaction 7},,, = T(kl,kz,k3,k4) sont
les noyaux donnés par Krasitskii [1994] ou Janssen
[2009]. Pour I’interaction dégénérée étudiée ici, on sup-
pose que 1’¢élévation consiste en la superposition de 3
ondes seulement. L’amplitude complexe s’écrit alors
B(k’[) =B (1)5(k_k1)+33 (t)5(k—k3)+B4 (1)5(1(_/(4)
avec la condition de résonance k, = 2k, —k; . L’équation (4)
conduit au systéme :

iatBl (Ql — o )Bl + 2T1134eiAanl B3B4
i0,B, (Q3 — s ) B, + 7?1346_m”34rBlzB4
i0,B, (Q4 -, ) B, +1, 13464%34[31233

Les pulsations non-linéaires €, satisfont aux relations de
dispersion non-linéaires :

Q o+1,, |Bl|2 +27T5,5 |B3|2 +2T 4 |B4|2
Q,  0,+27,, |B1|Z + 1 |B3|2 +27 4 |B4|2
Q, o,+2T,, |Bl |2 + 2T |B3 |2 + Thag |B4|2

®)

(6)

A forte cambrure, 1’établissement des équations (5) a par-
tir de 1I’équation (4) montre en fait 1’apparition d’ondes sup-
plémentaires, qu’on a négligées pour obtenir le systeme (5),
notamment 1’onde 5. Par exemple, en décomposant 1’ampli-
tude complexe en 4 ondes (1,3,4,5), alors les ondes de cas-
cade 5 et 6 vérifient les équations d’évolution suivantes

iatBS (Qs — s )Bs + 2T143561AM35133 B1B4

. @)
iazBs (Qs — W )B3 + 111436e71A4436tB:B3

Les relations de dispersion non-linéaires (6) sont modi-
fiées par I’ajout de termes faisant intervenir les ondes 5 et
6. Deux nouvelles relations donnent la pulsation non-linéaire
des ondes 5 et 6 :

Q;  0;+27, ‘Bl‘z + 275, ‘Bx‘z + 2T, ‘34‘2 + Tasss ‘Bs‘z + 20556 ‘Bs‘z (8)
Qp oy +2T, Bl‘z +2T, BA‘Z + 2T BA‘Z + 2055 Bs‘z + T | B ’
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Pour un quartet (1,1,3,4) résonant, on montre que
les désaccords linéaires A ;5 et A,,;, ne sont pas nuls,
autrement dit ces nouveaux quartets sont non-résonants ou
quasi-résonants.

Dans le cas de vagues générées en basin, la solution pré-
cédente, valable pour un champ de vagues homogene en
espace et évoluant en temps, est transformée en solution
homogene en temps (stationnaire) évoluant en espace grace
au changement de variable ¢t —> x/cg ou ¢, est la vitesse
de groupe de 1’onde la plus lente.
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