4./
Mathematisches Beispiel zum Grenziubergang Re — «

Da die vorstehenden Uberlegungen zu den wichtigsten Grundlagen der Grenzschicht-Theorie
gehoren, moge der ihnen zugrunde liegende Sachverhalt noch an einem sehr einfachen ma-

thematischen Beispiel erldutert werden, das von L. Prandtl! angegeben wurde.
Wir betrachten die Schwingung eines Massenpunktes mit Dampfung. Hierfiir gilt die Dif-
ferentialgleichung

d’x LN 0 (4.62)
m —-- - CX = . .
dt? dt

Hierbei bedeuten m die schwingende Masse, k die Dampfungskonstante, ¢ die Federkonstante,
x die Entfernung der Masse aus der Ruhelage und ¢ die Zeit.
Als Anfangsbedingung sei vorgegeben

t=0: x=0. (4.63)

Analog zu den Navier-Stokes-Gleichungen mit sehr kleiner kinematischer Viskositdt v be-
trachten wir hier den Grenzfall sehr kleiner Masse m, da dann auch in Gl. (4.62) das Glied
mit der hochsten Ordnung sehr klein wird.

Die vollstindige Losung von (4.62) mit der Anfangsbedingung (4.63) lautet

¥ — A[e—(cr/k) _ e—(kr/m)] m— 0, (4.64)

wobei A eine freie Konstante ist, die noch durch eine zweite Anfangsbedingung festgelegt
werden konnte.
Setzt man in Gl. (4.62) m = 0, erhilt man die vereinfachte Differentialgleichung

k— +cx =0, (4.65)
die jetzt eine Differentialgleichung erster Ordnung ist mit der Losung

xa(t) = Ae~(C1/K) (4.66)

Durch die spezielle Wahl des zunéchst beliebigen Faktors A stimmt diese Losung mit dem
ersten Glied der vollstindigen Losung iiberein. Sie kann jedoch nicht die Anfangsbedingung
(4.63) erfiillen. Sie ist also eine Losung fiir groBe Zeiten (,,4uBBere* Losung).

Fiir die Losung bei kleinen Zeiten (,,innere** Losung) 146t sich aus Gl. (4.62) ebenfalls eine
vereinfachte Differentialgleichung herleiten. Zu diesem Zweck wird durch ,,Streckung® der
Zeitkoordinate ¢ eine neue ,,innere‘* Variable

" 4
1T = — (4.67)
m
eingefiihrt. Mit dieser lautet Gl. (4.62)
x| 0 (4.68)
—+mcx =0. . :
dt*2  dr*
Fiir m = 0 ergibt sich daraus die Differentialgleichung fiir die ,,Innenlosung™
d*x dx
+k—s5 =0 4.69
dt*2 dt? (469
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mit der Losung
xi(1*) = Are K 4 Ay (4.70)

Diese Differentialgleichung bleibt trotz der Vereinfachung von zweiter Ordnung. Sie kann die
A nfangsbedingung (4.63) erfiillen. Es gilt dann

Al = —Ay. 4.71)

Die Bestimmung der Konstanten A; erfolgt durch Anpassung an die ,,Au3enldsung* entspre-
chend GI. (4.66). In einem Ubergangsgebiet, d.h. fiir mittlere Zeiten, miissen die Losungen
nach Gl. (4.66) und (4.70) iibereinstimmen. Es muf} gelten:

lim x;(t*) = lim xa(z). (4.72)
1*¥—00 r—0
In Worten besagt die Anpassungsbedingung: Der ,,dulere* Grenzwert der inneren Losung ist
gleich dem ,,inneren* Grenzwert der aufleren Losung. Aus Gl. (4.72) folgt sofort

Ay = A (4.73)

und damit fiir die Innenldsung

(%) = A(1 — e K17y (4.74)

Man erhilt diese Losung auch aus der vollstandigen Losung nach Gl. (4.64), wenn man
in dieser das erste Glied fiir kleine ¢ entwickelt und nur das erste Glied der Entwicklung
berticksichtigt, also

lim e~ (/%) = 1 (4.75)

t—0

setzt. Die beiden Losungen, Auflenlosung nach Gl. (4.66) und Innenlosung nach Gl. (4.74),
stellen die Gesamtlosung dar, wenn man jede in ihrem Giiltigkeitsbereich verwendet.

Bei festem ¢ geht Gl. (4.64) fiir m — 0 in die Aullenlosung iiber. Man erhilt aus den
Teillosungen die Gesamtlosung, die fiir den gesamten 7-Bereich gilt (engl.: composite solu-
tion), indem man beide Losungen addiert, wobei jedoch der gemeinsame Teil der Losungen
nach Gl. (4.72) nur einmal beriicksichtigt werden darf, also wieder abgezogen werden muf3:

x(1) = xa(t) +x;(t*) — lim x;(t*) = xa2(t) + x;(t™) — lim x4(¢) . (4.76)
1*— 00 I—
Nach dieser Vorschrift folgt aus den beiden Einzellosungen die Gesamtlosung nach Gl. (4.64).
Eine graphische Darstellung der Gesamtlosung nach Gl. (4.64) ist in Bild 4.2 fiir A > 0O
gegeben. Kurve a entspricht der AuB3enlosung (4.66). Die Kurven b, ¢ und d entsprechen der
Gesamtlosung (4.64), wobei der Wert von m in Richtung von b nach d abnimmt.

d)

Bild 4.2. L.osung der Schwingungsgleichung

(4.62) fir m — 0.

(a) Losung der vereinfachten Differentialglei-

chung (4.65), m = 0;

6) (b) (c), (d) Losungen der vollstindigen Dif-
ferentialgleichung (4.62) fiir verschiedene
Werte m. Fiir kleine Werte m, Kurve (d),
hat die Losung ,,Grenzschichtcharakter.

N“



