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RESUME DE LA THESE

L’étude de la matiere granulaire a connu un regain d’intérét parmi les physiciens au cours
de ces dernieres années [1, 2]. Les problemes considérés concernent principalement la statique
(géométrie et compacité des empilements, contraintes statiques [3, 4]) ou les écoulements
(convection [5, 6], excitations de la surface libre [7, 8, 9], fluidisation [10, 11, 12]) des matériaux
granulaires. Le sujet de cette these se situe a un niveau intermédiaire et concerne la dynamique
du contact entre deux grains et I’étude de la propagation des déformations au sein d’un milieu
granulaire. Le role des contacts apparait fondamental pour ’étude d’un tel milieu puisque les
« informations » (ondes de compression dans du sable, lignes de force dans un empilement, ...)
ne peuvent transiter que par 'intermédiaire de ces contacts. De méme, le role des collisions
inélastiques entre deux grains s’avere déterminant pour la compréhension du comportement
dynamique d’un milieu granulaire. Dans cet esprit, I’étude des collisions binaires normales
(voir le Chap. II) peut faciliter la compréhension des propriétés de ces contacts et constitue
une premiere étape vers I’étude des collisions & plusieurs corps (voir le Chap. I1I) ou des
milieux granulaires vibrés (voir le Chap. V). Cette these s’est développée autour des quatre
expériences résumées ci—dessous.

Chap. I Dans cette introduction générale, nous rappelons rapidement la théorie de Hertz
du contact entre deux corps élastiques, ainsi que son extension directe : la théorie de 'impact
normal entre deux corps élastiques. L’approche de ces théories est, dans un premier temps,
réalisée & partir d’arguments dimensionnels afin de s’affranchir de la lourdeur des expressions
mathématiques (provenant de la géométrie des corps en contacts) tout en conservant la « phy-
sique » sous—jacente. Dans un deuxieme temps, nous énoncons les résultats de la théorie de
Hertz pour un contact et un impact entre deux spheres ou entre une sphere et un plan. Cette
théorie de 'impact élastique ne tient cependant pas compte de ’énergie dissipée au cours d’un
choc. Puisqu’en pratique de I’énergie est toujours perdue lors d’une collision, nous examinons
alors les différents mécanismes possibles de perte d’énergie au cours d’une collision.

Chap. II Dans une deuxieme partie, nous étudions expérimentalement le comportement
d’une bille rebondissant sur un plan horizontal, massif et stationnaire. Initialement, la bille
est lachée sous leffet de la gravité, sans vitesse, d’une certaine hauteur au dessus de ce
plan. Lorsque la durée d’une collision devient de 'ordre du temps de vol entre deux rebonds
successifs, c.-a-d. a la fin des rebonds, nous avons observé que la bille ne rebondit plus mais
oscille sur la surface, avec une période caractéristique, avant de s’immobiliser. Une expression
analytique de cette période a été obtenue et est en bon accord avec les résultats expérimentaux.
Nous avons aussi mesuré, pour chaque rebond, le ccefficient de restitution et la durée de la
collision. Pour pratiquement tous les rebonds, le ccefficient de restitution est essentiellement
constant et proche de 1. Lorsque la vitesse d’'impact v;,,, tend vers zéro, c.-a-d. pour les tous
derniers rebonds, nous avons observé une forte décroissance du ceefficient de restitution. De
plus, pour ces tres basses vitesses d'impact, la durée de la collision est plus longue que celle
prévu par la théorie de Hertz. Une expression intégrale de la durée de collision a alors été
obtenue.

Un modele non dissipatif, fondé sur une interaction non linéaire entre la bille et la surface
(le contact de Hertz), donne des résultats en bon accord avec les expériences lorsque la gravité
est prise en compte au cours de l'interaction. Ce modele permet alors de décrire a la fois la
dynamique du contact de tous les rebonds et les oscillations de la bille sur le plan.

Les différents mécanismes de dissipation d’énergie au cours d’un rebond ont été exposés.
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Nous avons souligné qu’a basse vitesse d’impact, ces pertes d’énergie sont principalement dues
a une dissipation viscoélastique. Un modéle numérique dissipatif, fondé sur un mécanisme
exclusivement viscoélastique, conduit a une évolution du ceefficient de restitution similaire
a celle obtenue expérimentalement. De plus, nous avons souligné que la forte décroissance
du ccefficient de restitution lorsque v;,,, — 0 ne provient pas de I’apparition d’un nouveau
mécanisme de dissipation, mais du fait que le systeme dissipe I’énergie d’une facon différente:
lorsque la force de pesanteur est prépondérante devant la force élastique, le systeme dissipe
plus d’énergie que lorsque la force de pesanteur est négligeable au cours de I'interaction.

Chap. III Dans une troisieme partie, nous étudions la dynamique de la collision d’une
colonne de N billes avec un mur stationnaire. Initialement, les billes sont en contact et au
repos, et sont lachées sous leffet de la gravité d’une hauteur hg au dessus du mur.

Dans le cas d’un mur rigide et a hauteur de chute fixée, nous avons montré expérimentale-
ment que la force maximale ressentie par le mur est indépendante du nombre de billes. Nous
avons aussi mesuré, en fonction de NV, la durée de collision, la vitesse de I’onde de déformation
et un ceefficient de restitution effectif de la colonne. Une onde de déformation est émise au
début de la collision et se propage, vers le haut, le long de la colonne avec une vitesse indé-
pendante du nombre de billes. Cette vitesse est mesurée comme étant un ordre de grandeur
plus faible que la vitesse des ondes longitudinales dans le matériau constituant les billes. La
mesure du ceefficient de restitution effectif de ’ensemble de la colonne montre alors que plus
le nombre de billes de la colonne est important, plus ’énergie dissipée lors de la collision est
grande. De plus, nous avons souligné que I'indépendance de la force maximale avec N est
reliée a la propagation de I'onde de déformation a travers la colonne et dépend de la rigidité
du mur. En outre, nous sommes capable de définir de facon précise le mot « rigidité ». Une
expression analytique de la vitesse de telles ondes a été obtenue et est en accord avec les
résultats expérimentaux.

Un modele numérique non dissipatif, fondé sur ’'interaction non linéaire de Hertz, donne
des résultats en tres bon accord avec ’expérience. De plus, numériquement, nous avons mon-
tré qu’apres la phase de compression entre la colonne et le mur, les billes se séparent les
unes des autres avec des vitesses et des distances inter-billes tres différentes. Deux sortes de
détachements des billes de la colonne ont alors été observé numériquement : un en dessous du
nombre critique N = 5 et un pour N > 5. Pour N > 5, les billes du haut de la colonne se
détachent les unes apres les autres de la colonne avec une vitesse plus grande que leur vitesse
initiale. Les billes du bas rebondissent alors, vers le haut, en bloc avec une vitesse inférieure
a leur vitesse initiale.

Notre travail montre de plus que la collision de N billes inélastiques avec un mur station-
naire (c.-a-d. pas d’énergie injectée au cours de la collision) est régie par deux mécanismes
fondamentaux : la dispersion d’énergie a travers toute la colonne et la dissipation d’énergie
lors de la collision inélastique. Le réle de la dispersion d’énergie est de redistribuer ’énergie,
au cours de la collision, a 'intérieur de tout le systeme. Cette redistribution dépend essentiel-
lement de la loi d’interaction entre deux billes (c.-a-d. la loi de Hertz pour des interactions
réalistes). La dispersion d’énergie a travers le systéeme conduit alors a 'effet de détachement
des billes de la colonne et a une distance typique de séparation entre chaque bille. Nous avons
vu numériquement que cette distance typique augmente avec V. D’un autre coté, puisque de
I’énergie est toujours perdue lors de la collision, la dissipation tend a réduire cette distance
typique de séparation entre chaque bille. Nous avons vu expérimentalement que I’énergie
dissipée augmente avec N. La dissipation et la dispersion sont par conséquent deux effets
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antagonistes.

Finallement, ces mécanismes ne sont pas spécifiques aux expériences unidimensionnelles
et doivent étre tres important pour les expériences plus réalistes a deux ou trois dimensions :
effet purement dispersif (c.-a-d. l'effet de détachement des billes) est probablement un méca-
nisme précurseur de la fluidisation des milieux granulaires vibrés tandis que la prépondérance
des effets dissipatifs peut conduire & la phase condensée (ou dite « en amas ») de ces mémes
milieux.

Chap. IV La relation entre la force exercée entre deux particules voisines et leur distance
d’approche est fortement non linéaire (contact de Hertz). On peut alors s’attendre a des
effets importants des non linéarités sur la propagation des ondes de compression dans ce
type de milieu. L’étude du comportement acoustique d’un réseau unidimensionnel de billes
élastiques soumises a une contrainte statique présente a la fois un caractere non linéaire et
une structure discrete. Un tel systeme est intéressant en tant qu’exemple de milieu granulaire
modele ainsi qu’en tant que réseau non linéaire. [’étude de la propagation d’une onde de
compression d’amplitude moyenne ou forte dans une chaine de 51 billes en acier, soumises a
une compression statique, nous a permis de mettre en évidence les résultats suivants:

- en régime linéaire, on retrouve les résultats classiques d’une chaine de masses ponctuelles,
reliées par des ressorts identiques. La vitesse de propagation des ondes de grandes longueurs
d’ondes, c.-a-d. la vitesse du son dans le réseau, tout comme la fréquence de coupure du réseau
dépendent de la compression statique a la puissance 1/6.

- en régime fortement non linéaire, des études théoriques prédisent I'existence d’ondes soli-
taires supersoniques, qui conservent leur forme sur une distance de propagation grande devant
leur taille. Nous avons mis en évidence la propagation d’impulsions de grande amplitude dans
la chaine. Nous avons pu mesurer la vitesse de ces ondes en fonction de leur amplitude et
la comparer favorablement a sa valeur théorique. La forme des impulsions est aussi tout a
fait conforme aux prédictions théoriques, ce qui permet de les identifier aux ondes solitaires
annoncées.

Chap. V Dans une derniere partie, nous avons mis en évidence ’apparition de nouvelles
instabilités & la surface d’une couche épaisse® de matiere granulaire soumise & une excitation
sinusoidale verticale. Les grains utilisés dans cette expérience 3—D sont non cohésifs, de forme
quelconque, et possédent un taille typique relativement faible (entre 60 et 200 um). La petite
taille des grains ainsi que I’épaisseur relativement importante de la couche rend prépondérant
le role de 'air. La dynamique d’une telle poudre doit étre fortement dissipative, puisque le
choix de grains de formes irrégulieres permet d’augmenter la dissipation die aux frottements
solides et aux collisions inélastiques entre grains. Le comportement dynamique des systemes
fortement dissipatifs étant tres riche, nous espérions observer des phénomenes nouveaux dans
de tels milieux granulaires hautement dissipatifs. Tel est le cas, puisqu’en plus des instabili-
tés déja recensées dans la littérature, c.-a-d. la formation spontanée d’un tas conique et les
ondes progressives a sa surface, nous observons ’apparition de nouvelles instabilités. A basse
fréquence d’excitation, la formation de « cannelures » a la surface du tas est observée, ainsi
que la formation d’hexagones, a plus haute amplitude de vibration, lorsque le tas disparait et
la surface redevient horizontale. A haute fréquence, la surface horizontale du matériau gra-
nulaire présente un régime d’ondes stationnaires constituées de lignes de méme fréquence que
la fréquence excitatrice. Tous ces phénomenes ont lieu pour des matériaux granulaires tres

3. Approximativement, entre 50 et 200 fois la taille typique d’une particule
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dissipatifs et sont indépendants des parois latérales du récipient les contenant. Le principal
mécanisme pour leur formation est le mouvement convectif des grains induit par la présence
du gaz intersticiel, c.-a-d. air. En effet, ces phénomenes disparaissent lorsque les expériences
sont répétées sous vide. Ces phénomenes sont fondamentalement différents de ceux observés
a la surface d’une fine couche de matiere granulaire, et qui proviennent soit d’une « instabilité
paramétrique », de méme nature que celles observées dans les fluides visqueux peu profonds
soumis a des vibrations verticales, soit de 'interaction de cette derniere avec une « instabilité
de doublement de période ».
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Symbole

Notations

Signification

Dimensions  Notes

HRETS =2 3 me s

Eal

Rayon du contact de Hertz
Vitesse du son

Module d’Young

Force

Masse

Numéro du rebond

Nombre de billes
Accélération de la pesanteur
Hauteur de chute

Epaisseur de la cible
Fonction Heaviside
Ceefficient de la loi de Hertz
pour un contact sphere—plan
Ceefficient de la loi de Hertz
pour un contact sphere—sphere
Pression

Rayon d’une bille

Temps

Vitesse d’impact

Vitesse du centre de masse
Fonction Beta
Interpénétration

Ceefficient de restitution
Fonction Gamma
Parametre d’inélasticité
Ceefficient de Poisson
Densité

Temps de collision

cf. Eq. (1.24)

cf. Eq. (1.20)

=~

—
[——

cf. Eqgs. (1.43)

e
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Caractéristiques des matériaux

‘ Matériau | EWw/myd || v || plyg/m®) [ a(m/s) |
Carbure de Tungstene 53,4 x 1010 0,22 13800% 149507 || 6240 63807
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Verre (pyrex) 6,2 x 101 0,24 2320% 25207 5170

PVC 1,4—4,1x 10 || ~ 0,258 1400 —
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Hétre — — 700 — 9003 3340%
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« Que savons—nous si des créations de mondes
ne sont point déterminées par des chutes de

grains de sable? »

Vicror HuGo, Les Misérables, 111, 3

... 1 me semble que je n’al jamais été qu’un
enfant jouant sur une plage, m’amusant a
trouver ici ol la un galet plus lisse

ou un coquillage plus beau que d’ordinaire,
tandis que, totalement inconnu, s’étendait

devant moi le grand océan de la vérité... »
Isaac NEWTON

«To see a world in a grain of sand

And a heaven in a wild flower,

Hold infinity in the palm of your hand

And eternity in an hour. »

WiLLiaM BLAKE, Auguries of Innocence
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Chapitre I

Introduction générale

19



20



«... And yet I feel that it is right : to get
information for myself and for others

direct from nature gives me so much more
satisfaction than to be always learning it

from others and for myself alone...

... When I am only studying books I am never
free of the feeling that I am a perfectly

useless member of society. »

HeinricH RuporprH HERTZ,
Lettre a ses parents, datée
du 2/ Novembre 1878

R. DowsoN, History of Tribology, Longman,
London, 1979, Annexe A.13, p. 569-571



I.1 De la loi de Hooke a la loi de Hertz. ..

La mécanique des corps solides, considérés comme des milieux continus, constitue le conte-
nue de la théorie de [’élasticité [13, 14, 15]. Les équations fondamentales de cette théorie furent
établies dans les années 1820 par Cauchy et Poisson.

Les corps solides se déforment, sous 'action de forces appliquées, en changeant de forme
et de volume. Dans le cas de petites déformations et pour des corps isotropes, la théorie de
I’élasticité linéaire permet de trouver une relation linéaire entre les composantes du tenseur
de déformation et celles du tenseur des contraintes. La déformation du corps est alors pro-
portionnelle aux forces appliquées. Cette loi, valable pour les petites déformations est connue
sous le nom de loi de Hooke. Si ces déformations sont de plus homogenes, cette loi fait inter-
venir deux ccefficients de proportionnalité : le module d’Young E et le coefficient de Poisson
v du matériau constituant le corps. Dans le cas d’une compression selon une seule direction,
le ccefficient de Poisson s’interprete comme le rapport de 'extension transverse sur la com-
pression longitudinale tandis que le module d’Young représente le rapport de la pression de
compression longitudinale sur ’allongement relatif longitudinal selon

contrainte = E X dé formation . (L.1)

Considérons maintenant deux billes sphériques de méme matériau et de méme rayon R.
Lorsque ces spheres ne sont pas comprimées I'une contre l'autre, le contact a lieu en un point
O, comme le montre la Fig. (I-1)(a).

(a) (b)

F

FiG. I-1 — (a): contact de deux billes identiques au point O en lUabsence de force de com-
pression, (b): compression des deux billes sous Uaction d’une force F. Le rapprochement des
centres des billes par rapport a I’état non comprimé correspond a la distance d’interpénétration
notée ¢.

Lorsque les spheres sont comprimées ’'une contre 'autre, une déformation locale apparait
dans une petite région de forme circulaire autour du point de contact initial 0. Cette région
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sera appelée par la suite la région de contact. En supposant R tres grand devant le rayon a
de cette région, cette derniere peut étre considérée comme une surface circulaire. On suppose
que ce plan tangent de contact reste stationnaire au cours de la compression et I’on note
la distance de rapprochement des centres des spheéres au cours de la compression (voir Fig.
(I-1)(b)). 6 sera aussi appelée la distance d’interpénétration. Dans I’état comprimé, la force
F qui initialement agissait sur les sphéres en un point O, est maintenant essentiellement
distribuée dans la région de contact de volume @ [16]. Soit P la pression moyenne agissant
sur la surface de contact. La loi de Hooke souligne que la déformation relative u entre les
deux spheres est proportionnelle a la pression exercée selon

P=Exu, (1.2)

ou F représente le module d’Young du matériau constituant les billes. [’ordre de grandeur
de la déformation relative correspond au rapport entre le déplacement a l'intérieur de cette
région sur la longueur typique de cette région

un (L3)

a

En utilisant le théoréme de Pythagore et en négligeant ! les termes d’ordres supérieurs en 8,
on obtient facilement 'ordre de grandeur de la région de contact

a~VoéR . (L4)

En supposant la distribution de force I homogene dans toute la région de contact, la pression
exercée sur chaque bille est

P~ r ) (L5)

a2

En introduisant les Eqgs. (1.3) et (L.5) dans 'Eq. (1.2) et en utilisant ’'Eq. (L.4), le rapproche-
ment des centres des spheres s’exprime sous la forme

Ia 2/3

Cette loi, appelée loi de Hertz, montre que 'interpénétration entre les billes est une fonction
non linéaire de la force qui les comprime. La loi de Hooke apparait donc comme l'ingrédient
essentiel de la loi de Hertz. Finalement, en combinant les Eqs. (1.4) et (1.6), la taille de la

région de contact est
FR\ /3

I.2 ... en passant par la durée de collision

Considérons maintenant le cas ol les deux billes précédentes rentrent en collision 'une
avec l'autre, avec une vitesse relative v;,,,. En supposant que cette vitesse est beaucoup plus

1. Cette approximation revient a supposer que les déplacements des points de la sphere, diis a la déformation,
sont négligeables en dehors de la région de contact (voir la Ref. [16]).

23



faible que la vitesse des ondes sonores a l'intérieur du matériau constituant les billes, nous
vérifierons a posteriori que leurs vibrations peuvent étre négligées et qu’ainsi les expressions
obtenues dans le § 1.1, sous des conditions statiques, peuvent étre utilisées. Il est & noter que
la théorie de Hertz cesse d’étre valide bien avant que la vitesse relative des deux billes soit
de 'ordre de grandeur de la vitesse du son, puisque les déformations causées par la collision
dépassent déja la limite élastique du matériau (voir § 1.3.2).

Le temps de collision est obtenu a partir de la conservation de I’énergie, au cours du
choc, écrite dans le référentiel du centre de masse du systeme. Au cours de la collision,
Iinterpénétration é varie et I’énergie cinétique associée a ce mouvement est

d6\*

ol m est la masse d’une bille et ¢ le temps. L’énergie potentielle de déformation des spheres
s’écrit alors, d’apres Eq. (1.6)

Epo ~ F§ ~ 6°?RV2E (1.9)
Juste avant I'impact, ’énergie du mouvement relatif est
Ecino ~ mvizmp ) (110)

et la conservation de I’énergie donne alors

2 ds\? | 51y
MV ~ 1 | + &RV (L.11)

De cette équation est déduite ,,,, 'interpénétration maximale

9 2/5
M,
o (2) -

En utilisant 'Eq. (I.12) et le fait que m ~ pR> ol p est la densité du matériau constituant
les billes, I'ordre de grandeur de I'interpénétration maximale par rapport au rayon d’une bille

est
6maac Vimp 4/
~ [.13
(L) (113)
ou ¢; = \/F/p est la vitesse longitudinale des ondes sonores dans le matériau constituant les

billes. 6,4, sera par conséquent tres inférieure a R puisque nous avons supposé v, < .
Le temps de collision 7 correspondant au temps pendant lequel les deux billes restent en
contact, est alors exactement deux fois le temps mis pour que é varie de zéro jusqu’a sa valeur
maximale. En réécrivant I’Eq. (I.11), le temps de collision est

Smaz m1/2d6
T ~ 2/ .
0 \/mvf — §32R12F

mp

(1.14)
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En changant la variable d’intégration de I'Eq. (1.14) par w = §/6,,q4, et en utilisant (1.12),
Iordre de grandeur du temps de collision s’écrit

e () (L15)
(RE%imp

La durée de la collision est ainsi d’autant plus grande que la vitesse d’impact est petite. En
utilisant 'Eq. (1.12), 'Eq. (1.15) devient

677’2/(11’
T ~ , (L.16)

Vimp

tandis que le temps de propagation 5 que met le son pour parcourir une distance de ’ordre
d’un rayon de bille est

R
ty ~ — . I.1
o (1.17)

Ainsi, en utilisant I'Eq. (1.13),

T cl 1/5
T ( ) . (L18)
ts Vimp

Comme nous avons supposé v;,,, < ¢, la durée de collision est ainsi tres grande par rapport
au temps que met le son pour parcourir une distance de 'ordre d’un rayon de bille. Les modes
de vibrations de la bille ne sont ainsi pas excités efficacement.

Nous avons obtenu a partir d’arguments dimensionnels a la fois le comportement de la
taille de la région de contact et de I'interpénétration en fonction de la force de compression
ainsi que I’évolution du temps de collision et de 'interpénétration maximale en fonction de
la vitesse d’impact lors d’une collision entre deux spheres. Pour obtenir les expressions des
ceefficients multiplicatifs, nous devons nous tourner vers I’étude de la théorie de Hertz.

I.3 La théorie de Hertz

Durant les vacances de Noél 1880, & I’age de 23 ans, Heinrich Hertz? établit la théorie
statique du contact élastique entre deux corps solides, en résolvant les équations de ’élasticité
linéaire. Lorsque deux corps sont comprimés, de facon statique, la théorie de Hertz, publiée
en 18823, permet, sous certaines conditions, de déterminer la dimension de l’aire de contact
et la distribution des contraintes et déformations dans la zone de contact de ces deux corps?.
Ces résultats sont alors reliés a la pression de contact, a la géométrie des solides et a leurs
modules d’élasticité. Sa théorie du contact élastique lui permit alors de développer une théorie
quasi—statique de I'impact normal entre deux corps élastiques.

2. Pour un résumé de ensemble de ses travaux voir la Ref. [17].
3. Pour une traduction anglaise de la publication originale voir la Ref. [18].
4. Les mémes résultats furent obtenus, de fagon indépendante, par J. Boussinesq [19] en Janvier 1883.
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1.3.1 Theéorie du contact entre deux corps élastiques

Considérons deux solides qui amenés en contact, ne se touchent qu’en un point ou le long
d’une ligne. Sous I'action d’une tres faible compression, ils se déforment au voisinage de ce
point ou de cette ligne de facon a ce que laire de contact soit de dimension finie et petite par
rapport aux dimensions des deux corps. La théorie du contact élastique [13, 14, 15, 20] prédit
alors la forme de cette aire de contact et les distributions de déformation et de contrainte des
deux corps au voisinage de la région de contact.

Les hypotheses de ce calcul sont au nombre de quatre. Les surfaces de chaque corps sont
supposées étre sans frottements afin que seule une pression normale puisse étre transmise entre
ces surfaces, au cours de la compression. De plus, ces surfaces sont supposées comme étant
topographiquement lisses a la fois sur I’échelle microscopique (absence de petites irrégularités
de surface qui conduiraient & un contact discontinu ou a des fortes variations de la pression
de contact) et macroscopique (les profils de surfaces sont continus dans la région de contact
au moins jusqu’a leurs dérivées secondes). Les dimensions significatives de 'aire de contact
doivent étre petite par rapport aux dimensions de chaque corps et au rayon de courbure relatif
des surfaces. Enfin, dans ’intention de calculer des déformations locales, chaque corps doit
étre considéré comme un milieu semi-infini.

Fig. -2 — Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894)

Partant de I’équation de la surface de chaque corps au voisinage de leur point de contact,
Hertz écrit ensuite deux relations entre la distribution de la pression de contact et chaque
composante normale des déplacements des deux surfaces sous l'effet de cette pression. En
combinant ces deux relations, Hertz remarque que la relation intégrale ainsi obtenue est ana-
logue a celle donnant 'expression du potentiel créé par une distribution de charges uniforme
a l'intérieur d’un ellipsoide fortement aplati. Cette analogie avec le probleme d’électrostatique
permet alors de déterminer la distribution de la pression a 'intérieur de la surface de contact
et de conclure que le domaine de contact est délimité par une ellipse quelque soit la géométrie
initiale des corps. Le rapprochement 6 entre les deux corps ainsi que les demi—axes de ’el-
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lipse de contact sont alors déterminés en fonction d’intégrales elliptiques et de la force F qui
comprime les deux corps. Le principal résultat est que le rapprochement 6 est proportionnel
A F?/3 ou inversement la force pressante est proportionnelle & §3/2 quelque soit la forme des
corps en contact. Nous présentons ci—dessous les principaux résultats concernant le contact
entre deux spheres de méme rayon ou entre une sphere et un plan:

Contact sphére—sphere

Soit deux spheres de méme rayon R et de méme matériau. La force de contact F' s’exprime
en fonction de la largeur d’interpénétration ¢ selon [20]

F=Fk&?% (1.19)

ou k dépend uniquement du rayon des sphéres et des coefficients élastiques (module d’Young
F et coefficient de Poisson vs) du matériau constituant les spheres selon

V2R F;
= Y2E (1.20)
3 1-v2
Le domaine de contact est un cercle de rayon a tel que [20]
N\ |R
=|— — [.21
()" V5. (121

tandis que la pression maximale, P, .., se trouve au centre de ce disque, est égale & une fois
et demi la valeur de la pression moyennée sur ce disque et s’écrit [20]

3
Prge = ——F'/3 (1.22)

Contact sphére—plan

Considérons le contact d’une sphere de rayon R avec un plan. La force de contact F
s’exprime en fonction de la largeur d’interpénétration ¢ selon [20]

F=Kg§"?, (1.23)
ou K dépend uniquement du rayon de la sphere et des ceefficients élastiques (module d’Young

E; et coefficient de Poisson v;) des matériaux constituant la sphere (i = s) et le plan (i = p),
et s’écrit

K

(1.24)

-1
_4VR (1—1/3 1—1/;)

3 E, E,

Le domaine de contact est un cercle de rayon

a= (F)I/Sx/ﬁ, (1.25)

K
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tandis que la pression maximale, P, .., se trouve au centre de ce disque, est égale & une fois
et demi la valeur de la pression moyennée sur ce disque et s’écrit [20]

K23 s

Pmax =
2T R

(1.26)
Afin déterminer un ordre de grandeur relatif des quantités ci—dessus, considérons le cas
d’une bille sphérique posée, sous l'effet de la gravité, sur une surface plane possédant des
propriétés élastiques similaires a celles de la bille. Pour une bille en acier inoxydable, de rayon
R = 2,5 ¢m, reposant sur un plan de méme nature, la déformation de ces deux corps est,
d’apres les caratéristiques de ’acier inoxydable (voir p. 16) et les Eqs. (1.23) et (1.25),

a~0,1mm 6~0,4pum . (L.27)

0 est par conséquent une quantité tres inférieure a a.

1.3.2 Théorie de 'impact normal entre deux corps élastiques

« ... For two steel spheres as large as the earth, impinging with an initial velocity of
10 mm/s, the duration of contact would be nearly 27 hours. »

Heinrich Rudolph HERTZ, J. reine und angew. Math., 92,156-171 (1881)

La théorie de I'impact normal entre deux corps élastiques est due & H. Hertz® et est une
extension directe de sa théorie statique du contact élastique sans frottements présentée au
§ (1.3.1). Elle ne tient pas compte de la dissipation d’énergie au cours de I'impact puisque
la compression a ’endroit du contact est considérée comme étant créée graduellement et de
facon completement réversible. La compression locale est ainsi considérée comme un effet
statique. Cette théorie est dite quasi—statique dans le sens ou les déformations sont supposées
se restreindre au voisinage de ’aire de contact et étre données par la théorie statique: les tres
légeres déformations engendrées par les ondes élastiques & l'intérieur des corps impactants
sont ainsi négligées et chaque corps est supposé se déplacer a la vitesse du centre de masse
durant toute la durée de I'impact. Ainsi, la collision binaire de Hertz est généralement décrite
[20, 21] comme une collision entre deux corps parfaitement rigides, chacun équipé frontalement
d’un ressort ; la déformation étant concentrée dans la partie déformable (les ressorts), la partie
indéformable (les corps rigides) se déplagant & la vitesse du centre de masse. Nous examinerons
dans un premier temps les hypotheses de la théorie de I'impact de Hertz puis nous présenterons
le cas de la collision normale entre une sphere et un plan.

Les hypotheéses

La théorie de I'impact de Hertz est obtenue a partir de la théorie statique de I’élasticité
linéaire. Elle doit vérifier par conséquent a la fois les hypotheses d’élasticité et de quasi—
staticité.

La limite élastique est vérifiée si la collision se réalise sans dissipation d’énergie: pas de
frottements, d’énergie absorbée par les matériaux impactants et de déformations plastiques
de ces derniers. En pratique, la plupart des matériaux cessent de se déformer de facon élas-
tique lorsque la contrainte maximale lors du contact est supérieure ou égale a la pression

5. Pour une traduction anglaise de la publication originale voir la Ref. [18].

28



limite d’élasticité de 'un des deux matériaux constituant les solides entrant en contact. Par
exemple, pour un contact entre deux spheres en acier, cette limite est dépassée pour des
vitesses d’impact de l'ordre de 0,3 m/s [20, 22], la plupart des chocs entre métaux étant
élastique—plastiques pour des vitesses supérieures a cette limite [20]. Cependant, la théorie de
I'impact reste encore valide si le volume de la région ou a lieu la déformation plastique est
assez petit devant le volume qui est déformé élastiquement lors de 'impact ; en pratique cela
correspond a des vitesses d’impact de 'ordre de huit fois la vitesse critique pour observer un
début d’indentation plastique [22].

La limite quasi—statique impose que le champ des contraintes, a I'intérieur des corps im-
pactants, ne varie pas trop pendant toute la durée de la collision, c’est—a—dire que 'influence
de la propagation des ondes élastiques sur ce champ soit négligeable et notamment les oscil-
lations propres de chaque corps qui se créent lors de la collision. Dans le cas de deux corps
de dimensions et de rayons de courbure de méme ordre de grandeur, e.g. deux spheres, cette
condition implique que la durée d’impact doit étre beaucoup plus grande que la plus longue
période de vibration propre d’une sphere élastique [13, 14, 23] ou que le temps nécessaire
aux ondes élastiques pour traverser une distance de I'ordre de son diameétre (voir annexe A).
Ces deux conditions équivalentes exigent respectivement, d’aprés Love [14] et ’Eq. (1.18),
que la vitesse d’impact soit suffisamment petite devant la vitesse du son dans les matériaux
constituant les corps en collision, selon

v 1/5
( “”p) <1. (1.28)

C

Dans le cas ot I'un des deux corps est tres massif ou de dimension tres grande devant 'autre,
e.g. une sphere et un plan, le critere de Love (Eq. (1.28)) n’est plus applicable puisque les
ondes émises lors de la collision ne peuvent revenir au point d’impact. Dans ce cas, ’hypo-
these de quasi—staticité est vérifiée si I’énergie de vibration absorbée par le corps massif sous
forme d’onde élastique est une fraction négligeable de ’énergie totale d’impact [20, 23]. Cette
condition correspond au criteére de Hunter [20, 23], qui se réduit essentiellement &

oo\ 3/5
(ﬂ) < 1. (1.29)

C

Ainsi, le critere de Hunter (Eq. (1.29)) ou celui de Love (Eq. (1.28)) permet de déterminer la
vitesse d’impact limite au—dela de laquelle 'hypothese de quasi—staticité n’est plus valable.
Cependant, la vitesse du son dans un métal étant de I'ordre de 5000 m/s (voir le tableau p.
16), bien avant que cette limite ne soit atteinte, les déformations dues a la collision dépassent
la limite d’élasticité des matériaux. L hypothese d’élasticité est par conséquent la condition
la plus restrictive de la théorie de I'impact de Hertz.

En gardant approche quasi-statique de Hertz, le probleme de 'impact d’une sphere sur
un plan indéformable a été traité récemment [24] sans négliger la déformation globale de la
sphere et en tenant compte de 'influence de la courbure locale de la surface sphérique sur
I’évaluation de la force de contact résultante. La durée de collision alors trouvée est plus grande
que celle obtenue par la théorie de Hertz mais la correction reste cependant peu importante .

6. Se reporter a la Ref. [23], pour I’expression exacte de ce critere.
7. L’écart relatif est de 2,5% pour une sphére en acier, de rayon 3 cm, heurtant le plan indéformable avec
une vitesse d’impact de 1 m/s.
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La collision sphére—plan

L’expression analytique de la durée d’impact, lors d’une collision entre deux corps, est
formulée dans de nombreux ouvrages [13, 14, 15, 20]. Nous nous restreindrons ici a présenter
le cas de la collision entre une sphere et un plan.

Considérons une sphere de rayon R, de masse m et de vitesse v;,,,,, rentrant en collision avec
un plan immobile, semi—infini et supposé sans frottement. Des 'instant ou la sphere rencontre
le plan, en un point de contact O, des forces de compression F’ apparaissent et donnent alors
naissance a des déformations des deux corps au voisinage du point O. On notera, par la suite,
6 la distance d’interpénétration entre ces deux corps, due aux déformations élastiques. Au
cours de la collision, la vitesse de la sphere est alors modifiée et s’écrit

o(t) = 2. (1.30)

ou t est le temps a partir du début de I'impact. En utilisant la relation entre F et 6 donnée
par I'Eq. (1.23), pour un contact élastique statique entre une sphére et un plan, I’énergie
potentielle de déformation s’écrit, a une constante pres,

2
Epo = 51(55/2 : (1.31)

ou K est le coefficient du contact sphere—plan de la loi de Hertz. En vertu de la conservation
de I’énergie lors d’une collision élastique, il vient

d6\? 4K
— — =02 1.32
(dt) + 5m Vimp (1:32)
Lorsque la vitesse v de la sphere s’annule (dé/dt = 0), I'interpénétration est alors maximale
pour
5m\ 2/° 4/5
Omar = - L I.
(5%) o (133)

Puisque le contact est parfaitement élastique, la déformation est parfaitement réversible.
Ainsi, le temps que met linterpénétration 6 pour passer de sa valeur initiale 6§ = 0 & 6,44
puis pour revenir & sa valeur initiale, correspond au temps total de la collision 7 qui 8’écrit,

en utilisant I’'Eq. (1.32),
5
mazx d(s
r=2 / . (1.34)
0 v

2 _ 4K ¢5/2
imp 5m(S

En changeant la variable d’intégration de I’'Eq. (1.34) par @ = 6/émaz et en utilisant
b de 2 [2 17 2 ~T[2/5]
_ 2|2 L 22 g L/5L 1.35
/0 2 5 [5 2] 5ﬁr[9/10] (1:35)
avec B[y,z], la fonction Beta® des réels positifs y et z, et I'[z] la fonction Gamma? du réel z,
la durée de la collision est

__ T T2/5) (5’”)2/5@—1/5 _ (1.36)

5 I[9/10] \4K tmp

8. Pour une définition de la fonction Beta voir 1’équation 8.380.11 de la Ref. [25].
9. Pour une définition de la fonction Gamma voir les équations 8.310.1 et 8.384.1 de la Ref. [25].
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En substituant 'Eq. (1.24) et la densité de la sphére p = 3m/(47 R*) dans 'Eq. (1.36), on
remarque que la durée de la collision est proportionnelle au rayon de la sphere et inversement
1/5

proportionnelle a Vi

La force maximale F,,, ayant lieu au cours de la collision entre le plan et la bille est,
d’apres 'Eq. (1.23),

Fraw = K832 (1.37)

max*

En utilisant les Eqgs. (1.24) et (1.33), 'Eq. (1.37) devient

5m 3/5 -2/5_6/5
Fmal’ = T K vimp' (138)

Enfin, Deresiewicz [26] a déterminé numériquement [’évolution de l'interpénétration 6
pendant la collision et a montré qu’elle pouvait étre approchée selon

t
6(t) = bppar sin (ﬂ—), 0<t<r. (1.39)
T
Pour une sphere en acier inoxydable de rayon R = 2,5 ¢m tombant d’une hauteur h sur
un plan de méme nature, l'ordre de grandeur du temps de collision est, d’apres les Eqgs. (1.24)
et (1.36) et les valeurs numériques du tableau p. 16,

T>~130 us pour h=1m,
e b (1.40)
T~ 250 us pour h=1mm,

tandis que I'interpénétration maximale est, d’apres les Eqs. (1.24), (1.33) et le tableau p. 16,

Omazr = 0,2 mm pour h=1m,
(1.41)
Omar = 10 um pour h=1mm.

I.4 La collision inélastique

La théorie de Hertz de I'impact élastique, présentée au § 1.3.2, ne tient pas compte de
I’énergie dissipée au cours d’un choc. Cependant, en pratique, de ’énergie est toujours perdue
lors d’une collision. Cette perte d’énergie, assimilable & une dissipation effective, provient de
phénomenes de différentes natures et est généralement quantifiée par le cefficient de restitu-
tion ¢, défini, lors d’une collision binaire, selon

e= L (1.42)

Vimp
ol Vi, et vy représentent respectivement les vitesses relatives avant et apres le choc. Les
deux cas extremes ¢ = 1 et ¢ = 0 correspondent, respectivement, a la limite élastique et
completement inélastique. Ce coeflicient est généralement considéré comme une constante
empirique inhérente aux matériaux entrant en collision. Mais, en réalité, il est fonction de

la vitesse d’impact!? et des dimensions des corps en collision, ainsi que de leurs propriétés

10. Observée pour la premiere fois en 1834 par Hodgkinson, la dépendance du ceefficient de restitution avec
la vitesse d’impact a été étudiée expérimentalement par Raman [27] en 1918.
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élastiques et viscoélastiques. Nous examinerons ci—dessous les différents mécanismes de perte
d’énergie intervenant au cours d’une collision et conduisant ainsi a une valeur du ceeflicient
de restitution inférieure a 'unité.

Energie cinétique
lors du choc

Energie cinétique Energie dissipée
du rebond lors du choc
Autres modes Energie de vibration Energie perdue
de dissipation (friction interne) due a "l'inélasticité

Pertes
Visco-
élastiques

Aspérités de
surface

(rugosité) Déformations
. - . Rayonnement plastiques
Sa‘l?%gﬁgéi Excitations d?/ondes de (fractures)
des modes surface et de

de vibrations volume

FiG. 1-3 — Schéma retracant les divers mécanismes de dissipation possible lors d’une collision
réelle entre une bille et un plan immobile.

Considérons le cas non restrictif d’une sphere entrant en collision normale avec un plan
immobile. Le choc est élastique si toute I’énergie cinétique de collision est convertie en énergie
de déformation élastique, lors du processus de déformation, puis reconvertie en énergie ciné-
tique pour que la bille rebondisse. En pratique, une tres faible quantité d’énergie est toujours
dissipée lors d’un tel cycle de charge et de décharge. Plusieurs mécanismes peuvent étre a
lorigine de cette dissipation et se regroupent en trois grandes classes (voir Fig. 1-3):

— perte d’énergie due aux vibrations rayonnées dans la cible (ondes de surface et de volume

et modes de vibrations) et aux vibrations résiduelles stockées dans la bille apres la
collision ;

32



— énergie dissipée due a ['inélasticité des corps en collision pouvant provenir soit des
propriétés viscoélastiques, soit de la déformation plastique de la bille et de la cible ;

— autres modes de dissipation possible dues aux aspérités de surface et aux singularités
de contact.

I.4.1 Energie dissipée sous forme d’ondes élastiques

Pour une collision décrite par la théorie de Hertz, ne faisant pas intervenir de déformations
plastiques ni de vibrations de flexion de la cible, ’énergie absorbée par la cible, lors de I'impact,
sous forme d’ondes élastiques a été étudiée théoriquement par Hunter [23] puis par Reed [28].
Ils ont obtenu une expression du ceefficient de restitution et ont montré que I’énergie dissipée
sous cette forme décroit lorsque la vitesse d’impact diminue. Ces études sont en accord avec
les mesures du coefficient de restitution lors d’impacts de billes en acier sur des plaques de
verre, d’acier ou de tungsténe [28, 29]. Pour différentes vitesses d’impact et une épaisseur
de cible grande devant le diametre de la bille, afin de pouvoir négliger I’énergie dissipée sous
forme de vibrations de flexion de la cible, Tillett [29] reporte que 1’énergie perdue par émission
d’ondes élastiques est de I'ordre de 1%. Puisque 1’énergie d’une onde élastique dépend des
constantes élastiques du matériau dans lequel se propage 'onde, I’énergie dissipée sous cette
forme sera nécessairement petite (de l'ordre de 1%) quel que soit le matériau utilisé, puisque
les constantes élastiques pour différents matériaux sont du méme ordre de grandeur que celles
du verre ou de lacier (cf. tableau p. 16).

1.4.2 [Energie dissipée sous forme de vibrations de flexion de la cible

Le coefficient de restitution est indépendant de la taille finie de la cible, si celle—ci est
suffisamment épaisse, c.-a-d. supérieure de quelques diametres de bille impactante [29, 30, 31].
Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, le ccefficient de restitution diminue lorsque la
vitesse d’impact augmente. Au cours de I'impact d’une sphére de rayon R sur une plaque
supposée infiniment étendue et d’épaisseur finie H, et la théorie de Zener [31] montre que
I’énergie dissipée sous forme de modes de flexion de la cible augmente avec la vitesse d’impact
et le rapport R/H. Bien qu’il serait nécessaire de considérer tout les modes de vibration
pour une étude complete, pour une plaque de faible épaisseur le mode le plus important est
celui de flexion [29], la théorie de Zener donne alors une bonne approximation. En outre,
cette étude ne tient pas compte des autres mécanismes de dissipation possibles (sous forme
d’ondes élastiques, de déformations plastiques et de nature viscoélastique). Zener déduit que
I’expression du coefficient de restitution € est une fonction d’un seul parametre sans dimension
A, appelé paramétre d’inélasticité du choc, et défini comme

\ ﬁ(&)3/5(wmp)”5 () (2 " a3
\/g pp Yo H E5+E~p ’ ‘

vo=4/—L et E;= 5 avec 1=5,p; (1.43b)
Pp L=y

Vimp est la vitesse d'impact de la bille; Ey, vs, p, sont, respectivement, le module d”Young,
le ccefficient de Poisson et la densité de la sphere et F,, v,, p, les quantités correspondantes

pour la plaque. La dépendance du ceefficient de restitution ¢ avec A, qui est obtenue par
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intégration numérique d’une équation différentielle, est telle que e décroit tres rapidement
lorsque A augmente (pour A =0; ¢ =1 et pour A =0,5; ¢ = 0,44). Ainsi, pour une épaisseur
de cible H suffisamment grande devant R, le ceeflicient de restitution est indépendant de la
vitesse d’impact. L’énergie dissipée sous forme de vibrations de flexion est alors négligeable.
Enfin, notons que pour une vitesse d’impact de 1,1 m/s et lorsque le rapport entre I’épaisseur
de la cible en verre et le diametre d’une bille en acier trempé varie de 19 a 2,4 ; Koller et al.
[32] ont montré que 'énergie perdue varie de 0,7% a 3,6% correspondant, respectivement,
aux cas ou ’énergie dissipée est due exclusivement a I’émission d’ondes élastiques et a ’effet
combiné de I’émission d’ondes élastiques et d’oscillations de flexion de la cible.

1.4.3 [Energie dissipée due aux propriétés viscoélastiques

La dissipation viscoélastique lors d’une collision est due au fait qu’un solide possede une
viscosité intrinseque. Un tel solide est habituellement représenté par un modele constitué
d’un ressort et d’'un amortisseur en parallele. En ne tenant compte que des effets dissipatifs
de cette nature, Kuwabara et Kono [33] puis récemment Hertzsch [34] et Brilliantov [35] ont
généralisé le calcul de Hertz a des matériaux viscoélastiques, en mettant a profit la similitude
entre le tenseur des contraintes élastiques et le tenseur des contraintes visqueuses. Dans le
régime quasi—statique, ils ont obtenu une expression de la force de contact entre deux corps
viscoélastiques s’écrivant, dans le cas d’un contact sphere—plan,

3 dé
F=K/(6?4+ D6 — 1.44
(5924 00120 ). (144
ot D est un ceefficient de dissipation dépendant des propriétés élastiques (module d’Young et
ceefficient de Poisson) et visqueuses (ccefficient de viscosité en volume et en cisaillement) des
deux matériaux constituant la sphere et le plan. Une expression du ceefficient de restitution
est alors obtenu [33], pour une force visqueuse donnée par I’'Eq. (1.44) et dans la limite ¢ — 1,
1/

selon 1 — ¢~ v, °  Cette dépendance du ccefficient de restitution avec la vitesse d’impact a

mp
été vérifiée expérimentalement [33] et comparée [34, 35] & d’autres résultats expérimentaux

36, 37, 38).

1.4.4 [Energie dissipée due aux déformations plastiques

Lorsque la vitesse d’impact dépasse une certaine vitesse critique, le choc d’une sphere
sur une plaque produit des déformations élastique—plastiques sur les surfaces des deux corps
impactants. De I’énergie est alors nécessaire pour produire de telles indentations plastiques.
Cette vitesse critique est trés petite pour la majorité des choc entre corps métalliques'!. A des
vitesses beaucoup plus élevées des déformations completement plastiques de nature irréver-
sible ont lieu. Lorsque la vitesse limite pour produire de telles déformations est atteinte!?, les
études expérimentales [27, 39, 40] et théoriques '3 [20, 40] montrent que le ceefficient de restitu-
tion est proportionnel a la puissance —1/4 de la vitesse d’impact. Lorsque les vitesses d’impact
sont comprises entre la vitesse d’impact critique pour produire des indentations élastiques—
plastiques et celle pour produire des déformations completement plastiques, le coefficient de

11. La vitesse d’'impact critique pour produire des indentations plastiques dans les métaux est de 'ordre de
0.1 m/s (voir la Table 11.3 p. 366 de la Ref. [20])

12. La vitesse d’impact critique pour produire des indentations complétement plastiques dans les métaux est
de Pordre de 5 m/s (voir la Table 11.3 p. 366 de la Ref. [20])

13. Voir aussi la Ref. [41] pour une approche théorique différente.
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restitution est pratiquement constant a basse vitesse et diminue lentement a plus haute vitesse
[20, 22, 30, 42, 43].

1.4.5 [Energie dissipée due aux singularités de contact

Lorsque deux corps sont comprimés 'un par rapport a l'autre (voir Fig. I-1), une région
de contact est créée. Dans le cas de deux spheres ou d’une sphere et d’un plan, le disque
de contact est délimité par une ligne circulaire définie comme l'intersection entre la zone
de contact et les surfaces des corps. Cette ligne est une ligne composée d’une infinité de
point anguleuz (voir Fig. 1-4(a)). Un tel comportement se rencontre aussi lorsqu’une feuille
de papier est froissée ou lors du flambage d’une tole métallique, puisque ces actions donnent
naissance a des déformations localisées autour de points et de lignes anguleux séparant deux
surfaces planes selon un certain angle (voir Fig. [-4(b—c)). Récemment, il a été montré [44, 45],
de facon théorique et numérique, que la plus grande partie de I’énergie de déformation est
concentrée pour la formation de ces points et lignes. Ainsi, au cours de la compression de deux
spheres, on peut se demander [46] quelle quantité d’énergie est nécessaire pour la création et
I’évolution de la ligne circulaire anguleuse et quelle est la quantité d’énergie dissipée au cours
de ce processus. De plus, si I’on suppose que 'interpénétration é entre les deux spheres, croit
au cours du temps, comme 8 ~ ¢, I’'Eq. (I.4) montre que la rayon du disque de contact a, et
par conséquent la ligne circulaire qui le délimite, se comporte comme /7. Ainsi, la vitesse a
laquelle se propage cette ligne au cours du temps croit comme 1/y/7 et tend alors vers une
limite singuliere au tout début de la compression. Par conséquent, on peut se demander si,
au tout début du choc, cette singularité (déformation initiale de grande vitesse) se manifeste
par une dissipation finie [47].

(a) (b) (c)

FiG. 1-4 — (a) Coupe verticale des spheéres en contact de Hertz. L’intersection entre la ligne
de contact et les deux lignes (assimilées a des lignes droites dans la région trés proche du
contact) fait apparaitre deux points anguleuz A et B. Les traits en pointillés correspondent au
cas ou les sphéres s’interpénétreraient sans se déformer; (b) Morceau de papier froissé avec
les mains (d’aprés la Ref. [44]); (c¢) Simulation du flambage d’un cylindre (d’aprés la Ref.
)
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Chapitre 11

La disparition de la « singularité
collisionnelle »

37



IT1.1 Introduction

La dynamique des milieux granulaires donne lieu a une tres grande variété de phénomenes
tels que la convection [5, 6], les excitations de la surface libre [7, 8, 9] et la fluidisation [10, 11,
12]. Dans tous les cas, le role des collisions inélastiques entre deux grains ou entre un grain
et le conteneur est fondamental pour la compréhension du comportement dynamique de tels
milieux dissipatifs. Dans cet esprit, des systémes de dimensions beaucoup plus grandes peuvent
étre aussi considérés comme des « gaz granulaires ». Par exemple, ’évolution dynamique et
I’épaisseur des anneaux planétaires, e.g. ceux de Saturne, sont principalement déterminées par
les propriétés des nombreuses collisions inélastiques ayant lieu entre les particules constituant
ces anneaux [36, 37, 38].

Tandis qu’au fil des ans de nombreuses tentatives [12, 48, 49, 50, 51] ont été entreprises
afin de formaliser la rhéologie complexe des gaz granulaires dissipatifs, quelques récentes
études théoriques et numériques montrent le role déterminant des collisions inélastiques a
I'intérieur de ces milieux qui révelent alors un comportement dynamique surprenant. Par
exemple, lorsqu’un gaz granulaire de spheres dures inélastiques se trouve initiallement dans
un état thermalisé, puis évolue librement sans apport d’énergie ; la dynamique inélastique d’un
tel systeme, en train de « se refroidir », conduit a la formation de quatre régimes distincts:
le régime cinétique, le régime de cissaillement, le régime dit « en amas » et le régime dit
« effondré » [52]. Deux d’entre eux conduisent a la formation de structures pour des systémes
1D ou 2D: les amas [53, 54] ou « 'effondrement inélastique » [54, 55, 56, 57]. L’effondrement
inélastique est un type spécial d’amas tel que 'inélasticité conduise un groupe de particules
a avoir un nombre infini de collisions en un temps fini. Dans un 'effondrement inélastique,
les particules viennent effectivement en contact les unes avec les autres, tandis que dans un
amas les particules sont tres proches mais ne sont pas en contact. La plupart des personnes
travaillant sur l'effondrement inélastique considere que ce phénomene est qualitativement
analogue au comportement d’une bille inélastique rebondissant infiniment sur le sol. En effet,
si au cours de chaque rebond, on suppose que la collision est instantanée et inélastique, il
est facile de montrer que la bille s’immobilise apres avoir rebondit un nombre infini de fois
en un temps fini. Cet effet de nature théorique sera appelé, par la suite, « la singularité
collisionnelle ».

De méme que le role des collisions inélastiques, le réle des contacts entre grains est fon-
damental pour I’étude des milieux granulaires puisque la dissipation a lieu principalement au
cours de ces contacts. Dans cet esprit, I’étude des collisions binaires normales peut faciliter la
compréhension des propriétés de ces contacts et constitue une premiere étape vers ’étude des
collisions & plusieurs corps (voir le Chap. I1I). Bien qu’il y ait eu énormément de travaux reliés
a la dynamique des collisions binaires inélastiques [20, 39, 58] ainsi qu’a la mesure de 1’énergie
perdue au cours de tels collisions [22, 23, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 36, 37, 38, 39, 40, 42, 48],
il y a une tres grande dispersion dans les résultats obtenus. Cependant, & grande vitesse
d’impact, c.-a-d. lorsque des déformations compléetement plastique ont lieu (voir le § (1.4.4)),
I’évolution du ceefficient de restitution' € en fonction de la vitesse d’impact est trés bien
connue expérimentalement [39, 40] et théoriquement [20, 40]. A trés basse vitesse d’impact,
I’évolution de € avec la vitesse d’impact ainsi que les mécanismes responsables d’une possible
dissipation restent des problemes ouverts.

Dans ce chapitre, nous étudions expérimentalement le comportement d’une bille rebon-

1. Pour une collision binaire, le ccefficient de restitution e a été définie au § (1.4) selon ’Eq. (1.42).
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dissant sur un plan horizontal, massif et stationnaire. Initialement, la bille est lachée sous
leffet de la gravité, sans vitesse, d’une certaine hauteur au dessus de ce plan. Ce systéeme est
bien adapté pour savoir si la singularité collisionnelle ainsi que, par extension, I’effondrement
inélastique, ne sont que des concepts de nature théorique ou s’ils possedent aussi de réelles
ramifications expérimentales. Bien évidemment, expérimentalement, un nombre infini de re-
bonds en un temps fini ne sera jamais atteint puisqu’en pratique la durée d’une collision est
non nulle. Cependant, il n’est pas trivial de comprendre comment la singularité collisionnelle
doit disparaitre et au détriment de quel mécanisme. Finalement, ce probleme souleve plusieurs
questions : Est-ce que la durée entre deux rebond successifs tend vers zéro? Combien de re-
bonds effectue la bille avant de s’immobiliser 7 Comment évolue le ceefficient de restitution
et la durée de collision lorsque la vitesse d’impact de la bille tend vers zéro? Quels sont les
mécanismes de perte d’énergie au cours d’un rebond a tres basse vitesse d'impact?

Un modele élementaire décrivant les rebonds d’une bille inélastique sur une surface hori-
zontale sera présenté au § (11.2). Dans ce modele, pour chaque rebond, la collision sera sup-
posée instantanée. Ce modele montre alors que la bille s“immobilise apres avoir effectué un
nombre infini de rebonds en un temps fini. Cependant, les résultats expérimentaux montrent
qu’il est nécessaire de tenir compte de la durée finie des rebonds. Le modele élementaire est
par conséquent inapproprié pour décrire de facon réaliste le comportement de la bille. Le
dispositif expérimental sera présentée au § (I11.3). Les résultats expérimentaux seront exposés
et analysés au § (I1.4). Dans ce paragraphe nous présentons l'observation des rebonds de la
bille jusqu’a son immobilisation. De plus, lorsque la durée d’une collision devient de 'ordre
du temps de vol entre deux rebonds successifs, nous observons que la bille ne rebondit plus
mais oscille sur le plan, avec une période caractéristique. A cause de la dissipation inhérente
au systeme expérimental, I'amplitude des oscillations de la billes décroit vers zéro jusqu’a
I'immobilisation de la bille. Pour chaque rebond, les mesures du ccefficient de restitution et
du temps de collision ont été réalisées. Le ccefficient de restitution est mesuré essentiellement
constant et proche de 1 au cours de pratiquement tous les rebonds jusqu’a ce qu’il décroisse
lorsque la vitesse d’impact tend vers zéro, c.-a-d. pour les derniers rebonds. La durée de colli-
sion est en bon accord avec celle calculée par la théorie de Hertz (voir le Chap. I) au cours de
pratiquement tous les rebonds. Pour les derniers rebonds, c.-a-d. a tres basse vitesse d’impact,
le temps de collision est plus long que celui prévu par la théorie de Hertz. Au § (I1.5), nous
présenterons un modele non dissipatif ainsi que les résultats qui en découlent. Ce modele
permet de décrire a la fois la dynamique du contact des derniers rebonds et les oscillations
de la bille sur le plan. Une expression analytique de la période des oscillations de la bille sera
obtenue ainsi qu’une expression intégrale du temps de collision. Finalement, au § (I1.6), nous
présenterons un modéle numérique dissipatif qui permettra de donner une interprétation de
I’évolution du ceefficient de restitution en fonction de la vitesse d’'impact de la bille.
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I1.2 Modele élémentaire de la chute d’une sphere rebondissant
sur une surface plane

Une bille de masse m est lachée d’une hauteur hg sans vitesse initiale. La bille tombe
verticalement sur la surface horizontale parfaitement lisse, d’un corps parfaitement rigide de
masse infinie, puis rebondit un certain nombre de fois avant de s’immobiliser.

Lors de la chute libre, on suppose que la bille n’est soumise qu’a action de la gravité.
On négligera par la suite la force de frottement due a ’air. De plus, lors de chaque rebond,
on suppose que le temps de contact est négligeable, c’est—a—dire que les chocs sont considérés
comme instantanés. Les chocs sont supposés inélastiques: une partie de ’énergie de la bille
est dissipée lors de chaque choc, ce qui revient a dire que la vitesse de la bille apres un choc
est plus faible que celle qu’elle possédait avant ce choc et que, par conséquent, la hauteur
des rebonds diminue au cours du temps. Soit € le rapport entre la vitesse apres le choc et
la vitesse avant le choc. Ce rapport, appelé ccefficient de restitution (voir I'Eq. (1.42)), est
supposé constant pour tous les rebonds. Comme la résistance de ’air est négligée, la vitesse
de la bille avant le n 4+ 1*™¢ rebond correspond & la vitesse que possédait la bille apres le
n®m€ rebond. Ainsi, si v, est la vitesse de la bille avant le 7¢¢™¢ rebond, ¢ s’écrit alors

D)
e=—"t (n=1,2,3,--). (I1.1)
/UTL
En utilisant les notations de la Fig. (II-1) et le fait que € reste constant quel que soit le
choc, on peut exprimer la vitesse avant le n*”*¢ rebond en fonction du ceefficient de restitution

et de la vitesse vy de la bille juste avant le premier impact
Uy, = €V = €'V (n=1,2,3,--+) . (I1.2)

On montre facilement, en utilisant la relation fondamentale de la dynamique pour un corps
en chute libre, que la bille heurte le sol pour la premieére fois au bout d’un temps to = /2ho/g

avec une vitesse v; = y/2hgg ol g représente I'accélération de la gravité.
n= 1 2 3 4 56
1 1 1 1 11
ho Premier i e 3ieme

rebond

Hauteur

s \/”%/\/ o

I

N

to t1 Temps

Fic. II-1 — Représentation schématique des premiers rebonds.

En utilisant 'Eq. (11.2) et la loi de la chute libre, on déduit que la hauteur h,, & laquelle
s’éleve la bille apres le n*®¢ rebond est

hp=€"hy  (n=1,2,3,---). (I1.3)
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Soit t,, le temps de vol de la bille entre le n'*™¢ et le n+ 1'*7¢ rebond. Connaissant h,,, en
procédant de la méme facon que précédemment et en supposant que la durée d’une collision
est nulle, on montre que

h
fy = gy = e |20 (n=1,2,3,---) . (11.4)

La bille s’immobilise au bout d’un temps 7.

- N 14e [2hg
Too =Y ta=to+11 x> ¢ 1:1_€ e (IL.5)
n=0 n=1

puisque € < 1. Par conséquent, la bille s’immobilise apres avoir rebondit un nombre infini de
fois en un temps fini 7.

Soit ¢, le temps écoulé entre le lacher initial et le n*¢™¢ rebond, c.-a-d. , ¢, = Yo oti- La
fréquence des rebonds v, pour le ni¥"¢ rebond est alors

ynz%:i(gn—’roo)—l (n=1,2,3,--). (1L.6)
Par conséquent, la fréquence des rebonds tend vers 'infini lorsque la bille s’immobilise, c.-a-d.
lorsque ¢, — 7o, ou n — oo. Ce phénomene est appelé « le son de la singularité » [54]. Cepen-
dant, comme on le verra, dans la partie expérimentale (voir le § (IL.4.1) et la Fig. (1I-3)), il est
nécessaire de tenir compte de la durée finie des collisions. Ce modele élémentaire, négligeant
ces temps de collision, est donc inacceptable pour obtenir une description satisfaisante de la
dynamique de la bille.

I1.3 Dispositif expérimental

Une bille en carbure de tungstene, de 8 mm de diametre, est maintenue a I’extrémité d’un
tube vertical en laiton a l'intérieur duquel un vide partiel est obtenu a ’aide d’une pompe. La
tolérance sur le diametre et la sphéricité de la bille est respectivement £ 1 pm et £ 0,8 pm.
Le tube est fixé & une platine de translation micrometrique permettant un réglage tres fin de
la hauteur du lacher initial. Une vanne permet une tres lente arrivée d’air a I'intérieur du tube
en laiton afin que la bille soit libérée sans vitesse initiale & ’aplomb d’un capteur d’impact
piézoélectrique PC' B 200B02 vissé dans une plaque de duralumin de 30 ¢m de largeur et de
longueur et de 2 ¢m d’épaisseur. L’ensemble est solidaire d’une table & pieds réglables afin
d’obtenir une horizontalité optimale, comme le montre la figure (1I-2). Le capteur d’impact
est relié a un oscilloscope digital capable de faire des acquisitions « mono—coup » de 50000
points avec un taux d’échantillonnage allant jusqu’a 10 ns/pt. La hauteur du lacher initial hg
est de 2 mm afin d’éviter de se trouver dans la limite plastique du matériau constituant le
capteur. Pour une telle hauteur de chute, la force de frottement de I’air sur le mouvement de
la bille est négligeable (voir annexe B). Afin d’obtenir une bonne résolution sur ’oscilloscope
(5 ps/pt), seuls les derniers rebonds sont enregistrés. Pour toutes les expériences, la durée
totale des rebonds est de 'ordre de 1,28 s et le retard au déclenchement de 'oscilloscope
est de 1,08 s. Seules les dernieres 0,20 s de signal sont donc enregistrées, ce qui correspond
environ a une centaine de rebonds mesurables.
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vers
pompe
a vide

anbrLywosdI
uone[sue) Ip dune[g

hl,27cm ﬁ

vers
oscilloscope

Table a pieds réglables

Fig. 11-2 — Dispositif expérimental. Le schéma n’est pas a l'échelle.

La reproductibilité des mesures dépend fortement du lacher de la bille (hauteur initiale
fixe, pas de vitesse initiale de translation et de rotation), de la tolérance sur le diameétre de
la bille et sur sa sphéricité, de ’état de surface de la cible ainsi que de son horizontalité.
La principale caractéristique de ce dispositif (voir aussi la Ref. [59]) est qu’il libére la bille
de facon reproductible et qu’il permet de s’affranchir des problemes rencontrés avec d’autres
méthodes de lacher : soit avec un électro-aimant (influence de I'aimantation sur la bille indui-
sant un courant qui modifie la reponse du capteur piézoélectrique), soit par I'intermédiaire
d’un diaphragme et d’une vis (rotation de la bille au moment du lacher). Une tolérance, sur
le diametre et sur la sphéricité de la bille, inférieure a &+ 10 um et £ 5 pum respectivement
permet d’obtenir la totalité des rebonds sur le capteur jusqu’a 'arrét de la bille. Pour des
billes de natures différentes (e.g. verre, nylon, polyuréthane), qui possedent des tolérances
supérieures aux limites précédentes, il n’est pas possible de maintenir tous les rebonds sur
le capteur, méme par un réglage extrémement précis de I'horizontalité. En effet, a chaque
rebond, la bille acquiert une vitesse de rotation infime, vitesse due aux écarts de sphéricité
et de diametre, qui devient de plus en plus significative au fur et & mesure que le nombre des
rebonds croit, jusqu’a ce que la bille rebondisse en dehors du capteur.

I1.4 Résultats expérimentaux

1I.4.1 Temps de collision

En pratique, la durée d’une collision étant non nulle, il est nécessaire d’introduire les
variables suivantes: f,,, le temps de vol de la bille entre le n?*™ et le n + 1*”*¢ rebond, d,,, le
temps total écoulé entre le ¢ et le n + 19 rebond, et 7, la durée de la n**™¢ collision

Pour le modele élémentaire du § (11.2), supposant 7, = 0 quel que soit n, on a évidem-
ment t, = d, = f,. La figure (1I-3) montre I’évolution au cours de l'expérience de In(f,) et
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de In(d,) en fonction du « numéro » du rebond n — Ny. Ng correspond au nombre de rebonds
effectués par la bille pendant le retard au déclenchement de ’oscilloscope. Jusqu’a ce que les
temps de collision deviennent significatifs, les deux courbes de la Fig. (1I-3) restent confon-
dues et sont alors décrites par une relation linéaire entre In(t,) et n — Ng avec t,, = d,, = f,
puisque 7, < f,. Prenons le logarithme népérien des deux membres de I'Eq. (11.4), et iden-
tifions respectivement la pente et I'intersection a l’ordonnée de la ligne droite a In (€) et
a In(4/8ho/g) + Noln(¢). Nous mesurons alors expérimentalement les valeurs ¢ = 0,974 et
Ny = 80. Ainsi, tant que 7, < f,,, le modele élémentaire du § (I1.2) est en accord avec les
résultats expérimentaux puisque ¢ est constant.

#1In(f) (us)

+ In(d,)

=83 15 30 45 60 75 90

Fic. 11-3 — Evolution de In(f,) () et In(d,) (+) en fonction de n — Ng pour une bille en
carbure de tungsténe lachée d’une hauteur hg = 2 mm. Ng correspond au nombre de rebonds
effectués par la bille pendant le retard au déclenchement de Uoscilloscope (1.08 s). La durée
entre les deux derniers rebonds mesurés est de 301 ps (*) et de 448 ps (+).

En ne tenant pas compte de 7,, Bernstein [60, 61] mesure une loi non linéaire entre
In(t,) et n, lors de I’étude des 20 premiers rebonds d’une bille en acier lachée d’une hauteur
d’un metre sur une plaque de marbre. Ses observations different considérablement des notres
puisque sa hauteur de chute est 500 fois plus grande que la notre, et par conséquent une
importante quantité d’énergie est dissipée lors de chaque impact (voir le § (1.4)). Il est a noter
que Smith et al. [62] reprirent I’étude de Bernstein en interfacant complétement I’expérience
avec un ordinateur. Bien que leurs conditions expérimentales soient peu claires, leurs résultats
semblent qualitativement similaires a ceux de Bernstein.

La théorie de Hertz, développée au § (1.3.2), prédit que le temps 7 que dure la collision
entre une bille de vitesse v et un plan au repos suit une loi 7 oc v~/ (voir I'Eq. (1.36)).
Ainsi, d’apres cette théorie, plus la vitesse avant le choc est petite, plus le temps que dure
le choc doit étre grand. Il est clair, d’apres la Fig. (1I-3), que le temps de collision croit avec
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le nombre de rebond. Les valeurs des temps de collision 7,, de chaque rebond sont déduites
de la figure (I1-3) selon I'Eq. (IL.7). L’évolution de 7, est représentée, sur la figure (11-4),

en fonction de v;1/5, les valeurs de v, étant déduites des valeurs de f, multipliées par le
facteur (g/2). La droite en traits pleins de la figure (II-4) correspond & 7 = Av~=1/> dérivée
de la théorie de Hertz. La constante A est déterminée expérimentalement par 'intermédiaire
d’un deuxieéme oscilloscope enregistrant les deux premiers rebonds. La mesure du temps de
collision du tout premier rebond (7, = 52,4 ps), connaissant la hauteur de chute (hg = 2 mm)
donc la vitesse d’impact de la bille, permet de déduire alors la valeur de cette constante
A = 37,92 107% m!/5s4/5, La figure (I1-4) est en trés bon accord avec la théorie de Hertz
jusqu’a des valeurs de v;1/5
tres faibles valeurs de vitesse d’impact, correspondant aux derniers rebonds mesurés, un écart
a la loi de Hertz semble se dessiner, malgré les erreurs expérimentales: le temps de collision
a tendance a croitre beaucoup plus rapidement que ne le laisserait présager la loi de Hertz.

~ 3 m_1/5/51/5. Au-dela de cette valeur, c’est—a—dire pour de

180
+
160 N
+
n
+ 4+ s *
140+
e
© 120
100+
80 + | | | ]
2 2.5 3 3.5 4

V;l/s (m—l/SSl/S)

FiG. 1I-4 — Durée du n'*™ rebond 7, en fonction de v;1/5. Les croiz représentent les points
expérimentaur. La droite d’équation T = Av=1/ est issue de la théorie de Hertz, avec A =
37,92 x 1076 m1/54%/5,

11.4.2 Période des oscillations de la bille sur le capteur

Le signal délivré, au cours du temps, par le capteur d’impact est reproduit sur la Fig.
(I1-5). Seule la fin du signal a été représentée. La double fleche indique I'instant de la derniere
mesure pour f, et d,, de la Fig. (II-3) ol la durée entre les deux derniers rebonds mesurés
(300 ps) est de 'ordre de deux fois le temps de collision du dernier rebond mesuré. Lorsque le
temps de collision devient de 'ordre du temps de vol entre deux rebonds, il n’est plus possible
de définir la fin et le début de deux chocs successifs et ainsi de mesurer précisément f, ou d,,.
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Fic. 11-5 — Signal délivré par le capteur d’impact pour les ultimes rebonds. La double fléeche
indique 'instant de la derniere mesure pour f, et d,. La fleche simple indique le moment ou
la bille commence a osciller sur le capteur sans décoller de ce dernier.
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Fic. 11-6 — Lissage du signal de la Fig. (1I-5) par une moyenne arithmétique sur 8 points
(35 ps). La double fléche indique l'instant de la derniére mesure pour f, et d,. La fléche
stmple indique le moment ou la bille commence a osciller sur le capteur sans décoller de ce
dernier.
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En effet, il est aisé de déterminer le début et la fin des chocs pour les premiers rebonds en
raison des variations rapides du signal, tandis que pour les derniers rebonds (situés entre la
double fleche et la fleche simple de la figure (1I-5) ou (I11-6)), ces variations sont extrémement
lentes.

La fleche simple indique la fin des rebonds et le début des oscillations du signal. En effet,
comme on le voit sur la Fig. (II-5), au-dela de la fleche le signal a tendance a osciller jusqu’a ce
que le bruit expérimental ne permette plus de détecter ces oscillations d’amplitude trop faible.
Pour des temps supérieurs a celui indiqué par la fleche, la force ressentie par le capteur oscille
autour d’une valeur moyenne constante et non nulle. Ceci provient du fait que le capteur
ressent le poids de la bille : la bille semble ne plus décoller et « passe tout son temps » sur le
capteur en oscillant avant de s’immobiliser.

Apres le dernier rebond, la vitesse d’impact est si faible que la bille n’a pas le temps de
finir son cycle quasi—élastique de charge puis de décharge avant de ressentir a nouveau de
fagon significative la pesanteur, et ne peut ainsi décoller du capteur.

Afin de mesurer 'ordre de grandeur de la période des oscillations de la bille, le signal,
enregistré sur l'oscilloscope et représenté partiellement sur la Fig. (II-5), a été transféré vers
un ordinateur pour pouvoir ’analyser. Pour augmenter le rapport signal sur bruit, chaque
point de la courbe lissée de la Fig. (11-6) a été redéfini a partir d’un point du signal original,
de méme abscisse, qui a été moyenné de facon arithmétique par les 4 points qui le précédaient
et les 4 qui le suivaient. Nous pouvons alors mesurer la fréquence typique du signal de la
courbe lissée de la Fig. (I1-6) pour les cinq derniéres oscillations, conduisant & la période des
oscillations de la bille

Tewp =297 p1s =20 ps (11.8)

0.9

OO

0.96r1

2, %ﬂﬂ ﬁﬂ

W 0.94F

0.92r

0.88 L L L L L |
0

15 30 45 60 75 90
n =N,

Fic. 11-7 — Fvolution du cefficient de restitution en fonction du numéro du rebond pour une
bille en carbure de tungstene lachée d’une hauteur hg = 2 mm. Ny correspond au nombre de
rebonds effectués par la bille pendant le retard au déclenchement de ['oscilloscope (1,08 s).
Les barres d’erreurs correspondent a +0e, = £Af, (14 €,)/ fn avec Af, =5 us.
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I1.4.3 Ceocefficient de restitution

Pour une collision donnée, le ccefficient de restitution a été défini au § (1.4) selon I’Eq.
(I.42) comme le rapport entre la vitesse de la bille apreés le choc sur celle avant le choc. Les
valeurs du coefficient de restitution sont déduites de celle des temps de vol entre deux rebonds
successifs. En utilisant les notations des § (11.2) et (I1.4.1), et le fait que la résistance de lair
est négligeable, le coefficient de restitution, pour le 2™ impact s’écrit

Vp41 fn—l—l
= = =1,2,3,---) . 11.9
‘ Up, fn (n ) ( )

La figure (II-7) montre I’évolution du ceefficient de restitution ¢, en fonction du numéro
du rebond pour n > Ng. Pour les premiers Nog = 80 rebonds (correspondant au 1,08 s du
signal non présenté ici), le ceefficient de restitution est essentiellement constant et égal en
moyenne a 0,97. Pour n > Np, la valeur du ccefficient de restitution, pour chaque rebond, est
déduite, d’apres ’Eq. (11.9), des derniéres 200 ms du signal enregistré par le capteur de force.
Contrairement a I’hypothese du modeéle élémentaire du § (I1.2), ¢, n’est pas une constante
pour tous les rebonds mais fluctue autour de la valeur moyenne 0,97 avant de décroitre pour
les derniers rebonds. Ainsi, le ceefficient de restitution n’est pas uniquement une propriété
des matériaux entrant en collision, mais aussi une caractérisation de la dynamique du choc
et notamment de la dissipation d’énergie qui a eu lieu au cours du choc.

Les différents mécanismes de dissipation d’énergie intervenant au cours d’un rebond ont
été discuté au § (1.4). Essayons d’étudier I'importance relative de certains de ces mécanismes :

— Energie dissipée sous forme d’ondes élastiques

La théorie de Hunter et Reed (voir le § (1.4)) appliquée a I'impact d’une bille en carbure
de tungsténe sur une plaque d’acier inoxydable? & une vitesse d’impact® de 0,2 m/s
conduit & une énergie dissipée sous forme d’ondes élastiques égale & 0,7% de 'énergie
cinétique de la bille avant 'impact. Par conséquent, la variation du ceefficient de resti-
tution due & I’énergie perdue sous cette forme est inférieure a 0,7% lorsque la vitesse
d’impact décroit de 0,2 & 0 m/s.

— Energie dissipée sous forme de vibrations de flexion de la cible

Appliquons la théorie de Zener (voir le § (1.4)) & une bille en carbure de tungsténe
entrant en collision avec une plaque de duralumin, d’épaisseur H = 20 mm, avec une
vitesse vimp = 0,2 m/s. D’apres les Eqgs. (1.43), le parametre d’inélasticité est alors tres
petit, c.-a~-d. A = 0,0154, correspondant & un ccefficient de restitution de 0,975. Pour
ce calcul, les propriétés des matériaux en carbure de tungstene et en duralumin ont été
utilisées (voir le tableau p. 16). La dépendance de € avec la vitesse d’'impact est ainsi
inférieure & 2, 5%. Expérimentalement, une étude préliminaire avec différentes épaisseurs
de plaque (H =5 mm, 10 mm et 15 mm) a montré que e diminuait lorsque la vitesse
d’impact augmentait. [’épaisseur finalement choisie (H = 20 mm) conduit a ce que le
ceefficient de restitution, a chaque rebond de la bille, soit constant et indépendant de la
vitesse d’impact.

— Energie perdue due aux déformations plastiques

2. Le capteur de force recouvert d’acier inoxydable est assimilé & une plaque en acier inoxydable massif.
3. Une vitesse d’impact de 0,2 m/s correspond a une hauteur de chute libre de 2 mm.
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La vitesse de I'impact initial étant de 0,2 m/s, le critere énoncé au § (I.4) montre que
tous les rebonds sont tels qu’aucune déformation plastique de la cible et/ou de la bille
n’intervient.

Excepté pour les tous derniers rebonds, la perte de vitesse est, d’apres la Fig. (I1I-7), de
lordre de 2,6% correspondant ainsi & un effet combiné des pertes d’énergie sous forme d’ondes
élastiques, de flexion de la cible et du comportement viscoélastique de la bille et de la cible.
Les fluctuations autour de la valeur moyenne peuvent s’expliquer par le fait que la valeur du
ceefficient de restitution est tres sensible & la moindre imperfection de la surface de la cible
puisque le rayon de contact est trés petit (de 'ordre de 107 m & 107% m quand la vitesse
d’impact varie de 107! m/s & 107° m/s). Bien que I'incertitude sur la mesure de ¢, soit de
plus en plus grande lorsque la vitesse d’impact diminue, €, a tendance a diminuer pour les
tous derniers rebonds mesurés. Comme I’énergie dissipée sous forme d’ondes élastiques et sous
forme viscoélastique ou de flexion de la cible doit diminuer lorsque la vitesse diminue (voir le
§ (1.4)), la décroissance de ¢, sur la Fig. (II-7) pourrait étre la preuve de I’apparition d’un
nouveau mécanisme de dissipation. Cependant, comme nous le verrons au § (I1.6), il n’en sera
rien.

I1.5 Modele conservatif

Dans ce paragraphe, on se propose de montrer que 'interaction non linéaire de Hertz, seule,
ne permet pas de décrire les derniers rebonds et les oscillations de la bille sur le capteur, qui
ont été observés expérimentalement au § (I1.4). Pour cela, la loi de contact de Hertz sera
modifiée en tenant compte de l'influence de la gravité lors de 'interaction entre la bille et
le capteur. Dans toute cette partie, on utilisera un modele conservatif qui ne pourra bien
évidemment pas décrire les phénomenes dissipatifs intrinseques a ’expérience et qui seront
introduits ensuite dans le modele du § (11.6).

Soit z la variable, mesurant la distance entre la bille et le sol?, située sur un axe vertical
dirigé vers le bas d’origine la surface du sol. Une interpénétration entre la bille et la table
correspondra donc a une valeur de z positive, alors que le décollement de la bille depuis la
table sera compté négativement. Si la dissipation est négligée, la bille est soumise, au cours
du temps, a son poids, pour x quelconque, et a son interaction avec le sol, lorsque x > 0, que
I’on peut décrire par la loi non linéaire de Hertz. La dynamique de la bille est alors la suivante

q2 1 si x>0,
m=" = mg— K|z’H[z] on H[z] = (11.10)
dt 0 sinon.

avec m = 4 x 1072 kg la masse de la bille en carbure de tungsténe de rayon Ret g = 9,81 m/s?
I’accélération de la gravité. La constante K représente le coeflicient de la loi de Hertz pour un
contact sphere-plan (voir § (1.3.1)) et est définie par ’'Eq. (1.24). En utilisant les propriétés
du carbure de tungsténe (module d’Young F, et ccefficient de Poisson v,) et R = 4 mm,
une bonne estimation de K est obtenue si on prend les valeurs du module d’Young F, et
du ccefficient de Poisson v, du capteur comme étant ceux de ’acier inoxydable massif. En
utilisant alors les caractéristiques du tableau p. 16 et I’Eq. (1.24), on obtient

K =1,392 x 10" kgm'/?s72, (I1.11)

4. En pratique, le « sol » correspond au capteur. On gardera cette dénomination dans la suite.
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On s’intéresse exclusivement aux temps ou la bille reste en contact avec le sol, c.-a-d. pour
z > 0. Dans cette limite, I'Eq. (11.10) devient

d2$ K 3/2
— =g—- — . I.12
a2z 9T ( )
Le poids de la bille peut étre négligée lors de son interaction avec le sol si le deuxieme
terme du membre de droite de I’'Eq. (I1.12) est tres grand devant g, c.-a-d. pour des distances
d’interpénétration z telles que

2/3
e (207~ 1078 m, (IL.13)

Lorsque la bille est lachée d’une hauteur de 'ordre du millimetre, la distance maximale
d’interpénétration est de 'ordre du micrometre. Les effets de la gravité lors de I'interaction
sont donc négligeable pour les premiers rebonds. Cependant, a la fin des rebonds, les vitesses
d’impact sont tres faibles et la bille peut ne pénétrer que sur une distance de 'ordre de
10~% m; la dynamique des rebonds est alors affectée, de facon significative, par la gravité.

L’Eq. (I1.12) peut se mettre sous la forme d’une équation décrivant le mouvement d’une
masse ponctuelle dans un potentiel V()

2 .

L;Tf = —2—‘; ou V(z)=—gz+ %x‘aﬂ +C, (I1.14)

ol (' est une constante d’intégration qui sera déterminée par les conditions initiales. Cette

énergie potentielle correspond a la somme d’une énergie potentielle élastique positive et d’une

énergie potentielle de gravité négative. La dynamique du systeme est régie par la compétition

entre ces deux énergies. La forme de ce potentiel est représentée sur la Fig. (11-8). L’abscisse
g du minimum du potentiel est

2/3
vy = (19) P 21075 m, (I1.15)
1

et 'intersection de V (z) avec I’axe des abscisses, pour C' = 0, est

5mg 2/3 e
ve = ( o ) ~ 3,68 x 107% m. (I1.16)

Supposons que lors d’un contact entre la bille et le sol, la bille réalise son cycle de charge
de # = 0 jusqu’a une distance d’interpénétration maximale z,,,, ou sa vitesse s’annule. A cet
instant, la bille posseéde uniquement de I’énergie potentielle V' (2,,45), somme d’une énergie
potentielle élastique et de gravité. Si cette énergie potentielle totale est suffisamment grande
(V(@maz) > 0), cma-d. si @4, est suffisamment grand (2,4 > @), la bille aura emmagasiné
assez d’énergie potentielle élastique pour pouvoir réaliser entierement son cycle de décharge
et pour décoller de la table. D’un autre coté, si 2,4, < 2., ’énergie potentielle emmagasinée
a la fin du cycle de charge sera trop faiblement élastique (V(2,45) < 0), pour que la bille
puisse finir son cycle de décharge. Dans ce cas la, la bille ressent son propre poids de facon
significative, avant qu’elle ait pu décoller de la table, ce qui a pour effet d’augmenter l'inter-
pénétration = et ainsi de faire subir a la bille un mouvement oscillant d’amplitude constante
puisque ’on suppose, dans ce modele, que le contact se fait sans dissipation d’énergie.
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Les résultats précédents, basés sur la simple étude du potentiel V' (), peuvent étre confir-
més en intégrant numériquement I’Eq. (11.12). A ¢ = 0, on suppose que la bille a fini son cycle
de charge et se trouve en 2(0) = 4, 0Ol sa vitesse est nulle (£(0) = 0). Avec ces conditions
initiales, on peut étudier le mouvement de la bille pour différentes valeurs de ;.

)X 107 )

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
X (m) -8

Fic. 11-8 — Allure du potentiel V(z) = —gx + %x‘r’/? + C', avec C' = 0, en fonction de la
distance d’interpénétration x (en traits pleins). xo correspond a labscisse du minimum de
V(z). z. correspond a linterpénétration maximale critique telle que pour &,,q, > x. la bille
décolle de la table tandis que pour T, < x. la bille oscille indéfiniment sur la table autour
de xzg. Allure du potentiel V(z) au voisinage de xo: V(z) = V(zg) + %xé/z(x — x9)? (en
traits pointillés) et du potentiel d’interaction de Hertz V*(x) = %ﬁ/z + C avec C' =0 (en
traits miztes) en fonction de z.

La figure (11-9) montre I’évolution, au cours du temps, de interpénétration z, lors du
cycle de décharge, pour quatre valeurs de @,,,,. Lorsque la bille est lachée d’une hauteur de
2 mm, l'interpénétration maximale vaut z,,,, = 2,6 pwm, et par conséquent la pesanteur est
négligeable devant la force élastique (voir I'Eq. (IL.13)). Le cycle de décharge est donc régi
par la loi de Hertz, comme le montre la Fig. (I1I-9a), jusqu’au moment ou la bille décolle de
la table, apres 42,8 us de contact. La figure (1I-9b) montre ’évolution de x, pour une durée
de contact grande par rapport a la précédente, c.-a-d. pour z,,,, tellement petit qu’il est
nécessaire de tenir compte des effets de poids de la bille lors du cycle de décharge. Cependant
Tmae st 1égerement supérieure a ., ce qui permet a la bille d’avoir emmagasiné suffisamment
d’énergie élastique pour pouvoir décoller de la table. La différence entre la courbe en pointillés
de la Fig. (11-9b), solution de Hertz classique, et la courbe en traits pleins, solution de I’Eq.
(I1.12), est significative du réle important de la gravité lors de I'interaction. Pour 2,4, < .,
la bille n’a plus assez d’énergie élastique pour pouvoir quitter la table (voir la Fig. (11-8))
et oscille en restant indéfiniment en contact avec la table, puisque le systeme est conservatif
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(voir les Figs. (1I-9¢—d)).
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(a) AN (b)
3t \

2 ‘ \
g 52 \\
] o \

1 \

1t \
\
\
0 0 .
5 10 15 20 25 0 25 50 75 100 125
Temps (us) Temps (us)
-8 -8
4 x 10 2 x 10
C

3 © /) 211 (@
E2 g 2
< =

1 1 1.97

0 1.8

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Temps (us) Temps (us)

Fic. 11-9 — Evolution de Uinterpénétration x, au cours du temps, pour différentes valeurs de
Taz© (4) Tpar = 2,6 X 1078 m > 2. (b) 2oy = 3,69 X 1078 m > a.; (¢) Typap =
3,68x 1078 m = z.; (d) vpar = 1,8 %X 1078 m < x.. Les courbes en traits pointillés des
Figs. (a-b) sont déduites de la loi de Hertz ou la gravité est négligée. Les courbes en traits
pleins correspondent aux résultats de Uintégration numérique de 'Fq. (I11.12). 1l est a noter
que les deux courbes de la Fig. (a) sont confondues. La période des oscillations des Figs. (c)
et (d) est, respectivement, 242 et 231 ps. Les calculs, pour les Figs. (a-b), divergent lorsque
la bille quitte la table (x < 0) alors que ceux des Figs. (c—d) sont stoppés au bout de 500 ps.

I1.5.1 Influence de la gravité sur le temps de collision

En multipliant I’'Eq. (11.12) par da/dt et en intégrant par rapport a ¢, on a

1 (dz\? 2K

ol la constante d’intégration ' est déterminée par trois conditions indépendantes: a t = 0,

2(0) = 0 et (dz/dt)|;=0 = vimp d’une part, et d’autre part la vitesse de la bille s’annule lorsque
T = Tyae. Alnsi,

1 2K
C = §v3mp = —(Tmaz + aLLTE (11.18)

5m xmax‘
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La relation liant la vitesse d’impact v;y,, de la bille juste avant le choc et I'interpénétration
maximale produite lors du choc est alors

4]/7
vimp = \/5_7;$En/a?x - 29$max- (1119)

Le second terme sous la racine carrée est la correction apportée a la loi de Hertz due a 'effet

* .. obtenue par la loi de Hertz et

de la gravité. Iin effet, la relation entre l'interpénétration a7, ,..

la vitesse d'impact v;,, s’écrit, d’apres 'Eq. (1.33),

4]/7
Vimp = N TE (11.20)

5m maxr °

Ainsi, a vitesse d’impact donnée, le modele de Hertz modifié par la gravité détermine une
interpénétration maximale x,,,, différente de celle obtenue par la théorie de Hertz seule 27, ...

L’Eq. (I1.17) définie le point représentatif de I’évolution de I'interpénétration 2 dans ’es-
pace des phases (dz/dt, z), pour une valeur donnée de I’énergie totale C, c.-a-d. de la vitesse
d’'impact v, (voir ’Eq. (I1.18)). La figure (1I-10a) montre le diagramme des phases pour le
modele de Hertz modifié par la pesanteur, c.-a-d. pour le potentiel V' (z) de I'Eq. (1I.14). La
figure (II-10b) montre le diagramme des phases pour le modele de Hertz seul, c.-a-d. pour le
potentiel V*(z) (voir la Fig. (1I-8)). Chacune des courbes de chemin en traits pleins corres-
ponds a un rebond de la bille pour une certaine valeur de €' > 0, c.-a-d. pour Z,ur > .
Lorsque v, — 0 (C'— 0), les courbes de chemin en traits pleins tendent soit vers un cycle
limite (en traits mixtes sur la Fig. (II-10a)) soit vers le point (0,0) sur la Fig. (1I-10b)). Cette
différence provient du fait que lorsque v;p,p, = 0, Zpq — . pour le modele de Hertz modifié
par la pesanteur, tandis que 27, ,.. — 0 pour le modele de Hertz seul. Cela signifie que lors-
qu’une bille est posée sur une table sans vitesse, la bille est 1égerement compressée sur une
distance maximale z. lorsque la pesanteur est prise en compte, alors qu’aucune déformation
n’intervient pour le modele de Hertz seul. Pour une valeur négative de I’énergie totale, c.-a-d.
POUT Zpay < Z¢, les courbes de chemin en traits pointillés sur la Fig. (I1-10a)) sont des cycles
limites correspondant aux oscillations de la bille autour de la distance d’interpénétration zg.

En séparant les variables de temps et d’espace dans I’Eq. (I1.17), nous pouvons l'intégrer,
et en utilisant le fait que la durée totale du contact est le double du temps que met la bille
pour passer de @ = 0 & & = X4, (puisqu’il n’y a pas de dissipation), la durée totale du
contact s’écrit

Tmax

r=2 de (11.21)

2 _ 4K 52'
A \/vimp—l—ng 5mx/

Avec v = /% maz, 'Eq. (11.21) devient

1
max d

r=2" / v : (11.22)

Vimp Jo /1 + av — bv5/2

ol a et b sont des fonctions de z,,,, telles que

1 2K 1 5

= - fn/an -1 y 7 — 1- g . (1123)
2~ Bing b= e
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dx/dt (m/s)
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Fic. 11-10 — Modéle conservatif: (a) Diagramme des phases pour le modéle de Hertz modifié
par la pesanteur, pour différentes valeurs de Uénergie totale C' = mvfmp/Q. (b) Méme légende
que pour la Fig. (a) avec g = 0, c.-a-d. pour le modéle de Hertz seul. Pour les deux figures,
les courbes d’équi—énergie en traits pleins correspondent ¢ C' = 1,5 x 1077 ;1077 ; 5 x 1078 ;
5x 1072 et 4 x 1072 J ; la courbe d’équi—énergie en traits miztes a C = 0 et les courbes
d’équi—énergie en pointillés a C = —2,5x 1078 ; =5x 1078 ; —=7,5x 1078 et =1 x 1077 J. En
(a), les courbes en traits pleins sont pour C' > 0, c.-a-d. pour ., > x.; la courbe en traits
mixtes pour C' = 0, c.-a-d. pour .. = . et les courbes en pointillés pour C' < 0, c.-a-d.
POUT Tppay < T.. Seules les solutions en traits pleins apparaissent en (b), c.-a-d. pour C > 0,
puisque z . — 0 quand C' — 0.

maxr
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La durée du contact 7 est donc une fonction d’une seule variable .4, OU vy, puisque
I'une et I'autre sont reliées par 'Eq. (11.19). L’Eq. (11.22) peut étre comparée avec la durée
de contact 7" obtenue par la loi de Hertz classique qui s’écrit, d’apres les Eqgs. (1.34), (1.35)

t (1.36),

w*

= 9lmas 2,94-maz (11.24)

Vimp / v 1 1/5/2 Vimp

L’intégrale apparaissant dans I’Eq. (I1.22) n’a pas d’expression analytique, mais peut étre

calculée par intégration numérique. Afin de comparer quantitativement les résultats expéri-
mentaux des temps de collisions (Fig. (I1-4)) avec ceux des simulations numériques, il est
nécessaire de modifier la valeur du parametre K. En effet, le coefficient K de la loi de Hertz
a été calculé (voir I’Eq. (II.11)) pour un contact entre une sphére en carbure de tungstene
massif et un plan en acier inoxydable massif. Ce ceeflicient K fait intervenir les parametres
élastiques (module d’Young et ccefficient de Poisson) des deux matériaux entrant en collision.
Il est évident que les parametres élastiques du capteur d’impact, recouvert d’acier inoxydable,
ne sont pas les mémes que ceux de l'acier massif. De méme, ceux d’une bille au carbure de
tungstene, qui est probablement un alliage de carbure de tungstene et de cobalt, ne sont pas
strictement identiques & ceux du carbure de tungsténe massif.

Cependant, une valeur expérimentale K.;, peut étre déduite de la mesure du temps de
collision du premier rebond. Puisque la durée cette collision est obtenue par la loi de Hertz,
en reportant ’Eq. (11.20) dans I’'Eq. (11.24), il est aisé de déterminer K de fagon expérimen-
tale, connaissant la mesure du temps de collision du premier rebond (voir le § (I1.4.1)) et la
hauteur de la chute libre: K., = 8,386 x 10° kgm'/?s72. 11 est & noter que cette valeur est
considérablement plus petite que celle de I’Eq. (11.11).

180

160+ L

T (us)
o
=

80

1_n11£)5 (m—l/S 1/5)

Fig. 1I-11 — Evolution du temps de collision T en fonction de ”;;;5 : par intégration numérique
de U'Fq. (11.22) avec K = K.y, pour différentes valeurs de ,,q5 (courbe en traits pointillés);
par la loi de puissance 77 = 2,94(&%)2/5%”1}7_1/5 obtenue par la loi de Hertz classique
(courbe en traits pleins identique a celle de la Fig. (1I-4)); les croix représentent les points

expérimentauz.
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La courbe en traits pointillés de la Fig. (II-11) montre I’évolution de 7, calculée par
intégration numérique de I’'Eq. (11.22), avec X' = K,,, pour différentes valeurs de 2,4, en
fonction de vimp_1/5. Les résultats expérimentaux, représentés par des croix, sont en accord
qualitatif et quantitatif avec ceux du modele de Hertz modifié par la gravité (courbe en traits
pointillés) : le temps de collision a tendance a croitre beaucoup plus rapidement que ne le
laisserait présager la loi de Hertz. Ainsi, 'influence de la gravité lors de ’interaction impose a
la bille de passer un temps plus long sur le capteur. Ce comportement résulte de la différence
entre les interpénétrations a7 ... et 2,4, Tespectivement calculée par le modele de Hertz et
celui de Hertz modifié: a vitesse d’impact fixée, I'interpénétration maximale, entre la bille et
le plan, est plus grande dans le cas ol la gravité est prise en compte que dans celui ol elle est
négligée. En effet, le sens de la force de gravité, c.-a-d. celui de I'interpénétration z, s’oppose
au sens de la force élastique. A vitesse d’impact fixée, c.-a-d. pour C fixé (voir I'Eq. (11.18)),
les allures des potentiels d’interaction du modeéle de Hertz (traits mixtes) et du modele de
Hertz modifié par la gravité (traits pleins), représentées sur la Fig. (II-8), rendent compte,
par analogie avec le mouvement d’une masse ponctuelle dans un potentiel, que le temps de
collision calculé par la loi de Hertz modifié par la gravité, pour un certain 4., sera plus
grand que celui calculé par la loi de Hertz seule, pour un certain 7, .., avec &4 > 5 .0 > Te.

Cet écart entre les deux modeles diverge lorsque 4, — ., c.-a-d. en reportant I’Eq.
(I1.16) dans I’'Eq. (I1.19), lorsque v, — 0. A v, = 0, c.-a-d. pour 4, = 2., U'influence
de la gravité, lors de l'interaction, impose a la bille d’osciller infiniment sur la surface plane
(voir la Fig. (1I-9¢)). Dans ce cas la, tout se passe comme si l'on « posait », & vitesse nulle,
une bille sur un ressort, non précontraint, qui successivement se comprimerait et se dilaterait
sans cesse, puisque ce modele est non dissipatif.

Pour 4. < ., parler de vitesse d’impact n’a pas de sens puisque 1’Eq. (I11.19) n’est
pas définie. Cependant, le mouvement oscillant observé numériquement (voir la Fig. (11-9d)),
pOuUr Tpur < T, peut se comprendre comme précédemment: la bille est « posée », a vitesse
nulle, sur un ressort précontraint et on laisse le systeme évoluer librement sans dissipation. La
valeur de cette précontrainte initiale est telle que le ressort doit étre enfoncé d’une distance
Te — Tmaz- 1l est & noter que si 2,4 = T, le mouvement oscillant disparait puisque I’énergie
potentielle élastique, emmagasinée par le ressort précontraint, est exactement compensée par
celle due au poids de la bille : le systeme est alors en équilibre.

Bien évidemment, expérimentalement, la valeur v;,, = 0 n’est jamais atteinte et ainsi
Tmae Ne peut étre inférieur ou égal a x. et par conséquent les oscillations de la bille sur
le capteur ne devraient pas étre observables. Cependant, bien que la vitesse d’impact ne
s’annule pas exactement lors des derniers rebonds, la dissipation lors du contact permet a la
bille d’acquérir une valeur x,,,, inférieure & z.. Le mouvement oscillant ainsi obtenu est alors
amorti au cours du temps a cause des effets dissipatifs.

I1.5.2 Période des oscillations de la bille

Les simulations de la Fig. (I1-9) ont montré que les effets de la gravité dominent les effets
élastiques pour Z,,4» < x.; en dessous de cette valeur critique la bille oscille alors indéfiniment
avec une période donnée. La différence avec le systeme réel (la décroissance de I'amplitude
des oscillations) est due & ’absence de dissipation dans le modeéle. Dans ce paragraphe, une
expression de la période des oscillations de la bille est obtenue et est comparée a la valeur
expérimentale (7T%,) et & la valeur numérique (Figs. I1-9¢—d).

Les équations (I1.17) et (I1.18) font intervenir 3 unités indépendantes (une masse M, un
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temps T' et une longueur L) et 5 variables indépendantes (la masse de la bille m, I’accélération
de la pesanteur g, le parametre d’élasticité K, I'interpénétration maximale x,,,, et la période
des oscillations T'). D’apres le théoréme II, on peut fabriquer 2 nombre sans dimensions. Les
dimensions des variables étant les suivantes K en ML Y272 g en LT2, 2,0, en L et m
en M:; on peut trouver 2 nombre sans dimension en cherchant d’une part ay, 1 et v de sorte
que m1gh KNMT = C% et d’autre part ay, 5 et v, de sorte que m®2g= K"z, ,.. = Ct.
On obtient alors 'expression générale de la période des oscillations

1/3
T=2H8 L p | Lmax , o avec Tpar < Te, (11.25)
Kqgl/? Tg

ou B est une constante numérique et F[-] une fonction inconnue. Notons que cette période
dépend de 'amplitude maximale des oscillations 4.

En premier lieu, supposons que 'amplitude des oscillations soient petites, c.-a~d. x4, =~
xg, et F soit une constante. Pour ..., < z, le systeme subit des oscillations centrées sur xg.
Au voisinage de zg, on peut développer le potentiel de I’Eq. (11.14) selon

dv 1 d*V

Vie)=V(wo)+ (x—wo) | +5(@—w0)* o= + o (I1.26)

T=T0 T=T0

En reportant les Eqgs. (IL.15) et (I11.14) dans I'Eq. (I11.26), le potentiel V' (2) au voisinage de zg
s’écrit
3K ,
V() ~ V(o) + —+v/xo(z — 20)”. (I1.27)

4m

La forme de ce potentiel est représentée, en traits pointillés, sur la Fig. (II-8). En identifiant,
au voisinage de z¢, le mouvement de la bille dans le potentiel de I’'Eq. (I1.27) a celui d’un
oscillateur harmonique et en utilisant ’'Eq. (I1.15), on obtient I'expression de la période des
oscillations de la bille au voisinage de zq

T| zzﬂ\/g m " (11.28)
Tmaz™T0 3 ](gl/Z

Afin de comparer la valeur théorique avec la valeur expérimentale, 7" est calculé avec K = K,
selon I'Eq. (11.28), ce qui conduit a
~ 274 ps, (11.29)

‘l’mamzl’o

Cette valeur est en bon accord avec le résultat expérimentaux (voir ’'Eq. (I1.8)). De plus,
nous pouvons comparer la valeur numérique 7., >~ 231 ps obtenu lors de la simulation pour
Tmar proche de zg (voir la Fig. (11-9d)), avec la valeur de & donnée par I'Eq. (11.11). L’Eq.
(I1.28) avec cette valeur de K conduit alors & une valeur théorique 7' ~ 231 us qui est en tres
bon accord avec T}, .-

Recherchons maintenant 'expression de la période des oscillations de la bille pour des
oscillations de grande amplitude. Ces dernieres débutent lorsque v;,,, = 0, c.-a-d. d’apres les
Egs. (11.16) et (11.19), quand 2,4 = @.. La période des oscillations est alors donnée par I’Eq.
(I1.21) avec vy = 0 et 2y, = 2., selon

Te d
T = 2/ ‘ .
Tmaxr—TLec 4]7
o /297~ S 072
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Avec v = z/x. et d’apres 'Eq. (11.15), ’Eq. (11.30) devient

5 1/3 m 1/3 ,1 dv
. o3 (? _m_ _w 1131
‘l’mam:l’c \/_ (3) (I(gl/z) /0 \V 1 — 1/3 ( )

Finallement,d’apres la valeur® de I'intégrale de I'Eq. (I11.31),

3 1/3 1/3 1/3
T = M\/? (é) (L) ~ 5,38 (L) , (11.32)
Trmas=te T 3\4 Kq¢l/? Kg'/?

ot T'[-] est la fonction Gamma®. La valeur théorique de la période des oscillations de grande
amplitude est calculée selon 'Eq. (I1.32) avec K = K4,

T| ~ 287 us. (11.33)

Tmaz=%c

Cette valeur est en excellent accord avec le résultat expérimental de 1’Eq. (I1.8) déduit de la
courbe lissée de la Fig. (II-6). De plus, nous pouvons comparer la valeur numérique Ty =~
242 ps obtenu lors de la simulation pour z,,,, proche de z, (voir la Fig. (1I-9¢)), avec la
valeur de K donnée par 'Eq. (I1.11). L’Eq. (I1.32) avec cette valeur de K conduit alors a
T ~ 243 pus.

I1.6 Modele dissipatif viscoélastique

Le modele conservatif du § (I1.5) décrit de fagon satisfaisante les rebonds de la bille ainsi
que ses oscillations sur le capteur. Cependant, en pratique, lors d’une collision binaire quasi-
élastique, une tres faible quantité d’énergie est toujours dissipée par le systeme (voir § (1.4)).
Afin tenir compte de ces phénomenes dissipatifs, une force de nature dissipative Fy;,, est
introduite dans ’'Eq. (11.10) du modéle conservatif

d? 1 si z>0,
m=" = mg — K|z|'*Hz] — FuiosH[z] ot H[z) = (I1.34)
d 0 sinon.

Le choix de la forme de Fy;,5 est conditionné par les remarques des § (1.4) et (11.4.3) ou
il a été montré que les pertes d’énergie par vibrations rayonnées dans la cible et dans la bille
ou par création de déformations plastiques étaient quasiment négligeables et indépendantes
de la vitesse d’impact. Ainsi, dans la suite, on ne s’intéresse qu’au mécanisme de dissipation
viscoélastique et Fjys s’écrit alors

Fliss = pa|z|” (11.35)

ol v est un nombre réel caractérisant la nature linéaire (y = 0) ou non linéaire (y # 0) de
la force viscoélastique, et g un ceefficient de dissipation qui peut étre relié a une viscosité
dynamique 5 (d'unité kgm=ts™! = Ns/m?) selon u = nR'™" avec R le rayon de la bille.

La force de contact visqueuse F' = —K|x|*/? — pi|z|7, apparaissant dans I'Eq. (11.34), a
été récemment étudiée pour simuler numériquement avec v = 0 [63, 64] et v = 1/4 [65], la loi

5. Voir I'Eq. (3.139.5) de la Ref. [25].
6. Voir ’Eq. (8.310.1) de la Ref. [25] pour une definition de la fonction Gamma.
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d’intéraction entre grains dans un milieu granulaire. Une étude comparative des propriétés
de ces lois d’interaction viscoélastiques, fréquemment utilisées de facon phénoménologique
dans les simulations numériques, a été faite récemment [66, 67]. D’un point de vue théorique,
en tenant compte exclusivement des effets dissipatifs sous forme viscoélastique, Kuwabara
et Kono [33], puis récemment Hertzsch [34] et Brilliantov [35] ont généralisé les arguments
de Hertz et ont obtenu une expression pour la force de contact agissant entre deux corps
viscoélastiques, selon I’Eq. (1.44), c.-a-d. pour v = 1/2 (voir le § (1.4)).

On rappelle que le ceefficient de restitution, au cours d’une collision binaire, est définie par
I’Eq. (1.42). Pour une collision entre une sphére et un plan, nous pouvons généraliser le travail
de Kuwabara et Kono [33] pour v = 1/2 a n’importe quelle valeur de =, afin d’obtenir une
expression du ceefficient de restitution en fonction de la vitesse d’impact. Cette expression sera
valide pour une loi d’interaction définie par I’Eq. (I11.34) pour 2 > 0, dans la limite faiblement
dissipative, sans le terme de gravité et avec une force viscoélastique donnée par I’'Eq. (11.35).
Dans la limite € — 1, on démontre alors, dans "annexe C, que

4 3 2
€=1-:B [5,5(7“)]@ vy > -1, (I1.36a)
2(v+1)/5
_ K[ Dm (4y=1)/5
T m (41() Yimp ’ (IL.36b)

ot B[y, z] est une fonction Beta” avec y et z des nombres réels avec des parties réelles positives.
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FiG. 1I-12 - Ceefficient de restitution € en fonction de v;,,,. Les croix correspondent aux points
expérimentaux. Les lignes correspondent aux solutions théoriques des Fqs. (11.36) : v = 0 avec
w/m =530 s~ (ligne en pointillés); v = 1/2 avec p/m = 1,3 x 10° m=12s=1 (ligne en traits
miztes) et ¥ = 1/4 avec p/m = 2,7 x 10* m=4s=" (ligne en traits pleins). Dans tous les
cas, K/m = Kepp/m = 2,092 x 10'2 m!/2572,

7. Voir I’Eq. (8.380.11) de la Ref. [25] pour une définition de la fonction Beta.
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L’évolution de ¢, d’apres les Eqs. (11.36), est présenté sur la Fig. (I1I-12) en fonction de
Vimp pour v = 0, 1/4 et 1/2. Pour chaque valeur de v, le parametre de dissipation p est choisi
tel que les solutions théoriques décrivent de la meilleur facon les résultats expérimentaux.
Lorsque les vitesses d’impact sont suffisamment grande pour pouvoir négliger les effets de
la gravité, les résultats obtenus d’apres les Eqs. (11.36), c.-a-d. 1 — € vff&)—l)/‘%, doivent
étre en accord avec les résultats expérimentaux. Expérimentalement, pour de telles vitesses,
¢ semble constant en moyenne et indépendant de v;,,, (voir la Fig. (1I-12)), les fluctuations
étant dues aux imperfections des surfaces des corps en contacts (voir page 48). D’apres les
Egs. (I1.36), dans la limite € — 1, c.-a-d. ¢ < 1, une telle propriété est vérifiée par le modele
viscoélastique non linéaire v = 1/4. Bien évidemment, lorsque la gravité n’est plus négligeable,
c.-a-d. a basse vitesse d’impact, les Eqs. (I1.36) ne sont plus valides et par conséquent, les
solutions théoriques sont en désaccord avec les données expérimentales (voir les lignes de
la Fig. (1I-12)). Ainsi, nous devons rechercher quelle est la valeur de v qui décrit la mieux
les résultats expérimentaux a basse vitesse d’impact. Cela va étre le but des deux prochains
paragraphes a l'intérieur desquel trois valeurs de 7y seront considérés: v = 0 pour des raisons
de simplicité (modele linéaire), v = 1/4 puisque ce modele conduit & € o (vim;,)Y qui possede
le méme comportement que celui des résultats expérimentaux a haute vitesse d’impact, et
v = 1/2 correspondant au modele théorique.

0.981

0.961

0.9411] |

0.92r |

Coefficient de restitution €

0.9r|

0‘88 1 1 1 1 J
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Vimp (V/8)

FiG. 1I-13 — Ceefficient de restitution € en fonction de v;,,,. Les croix correspondent aux points
expérimentaux. Les lignes correspondent aux simulations numériques: v = 0 avec pu/m =
530 s~1 (ligne en pointillés); v = 1/2 avec p/m = 1,3 x 106 m=/2s=1 (ligne en traits
miztes) et v = 1/4 avec p/m = 2,7 x 104 m~"4s= (ligne en traits pleins). Pour toutes
les simulations: K/m = K.z,/m = 2,092 x 102 mi/2s=2 et Vimp varie de 2,3 x 1072 q
5x 107* m/s avec un pas de 2,5 x 107* m/s.
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I1.6.1 Modeles viscoélastiques phénoménologiques
Modeéle linéaire: v = 0

Une méthode Runge-Kutta d’ordre 4 est utilisée pour résoudre numériquement I’équation
non linéaire (11.34) avec v = 0. A ¢t = 0, la bille heurte le plan avec une vitesse d’impact
Vimp- Les conditions initiales du probleme sont alors z(t = 0) = 0 et &(t = 0) = vipp.
Le pas de temps d’intégration utilisé est trés inférieur au temps typique® de collision entre
une sphere et un plan: la durée du premier impact est 52,4 ps et le pas de temps 0,5 ps.
L’intégration numérique est stoppée lorsque I'interpénétration = devient négative, c.-a-d. a
la fin de I'intération entre la bille et le plan, déterminant ainsi la durée 7 de la collision. La
vitesse vy de la bille a la fin de la collision est donnée par &(t = 7) et la valeur du ceefficient
de restitution par I’Eq. (1.42). Répétant cette procédure pour différentes valeurs de la vitesse
d’impact v, on peut alors tracer I’évolution du ccefficient de restitution en fonction de
Vimp pour un choix du parametre de dissipation p (voir la courbe en traits pointillés de la
Fig. (1I-13)). Lorsque la gravité est négligeable, la dépendance entre € et v;,, est donnée
par les Eqs. (I1.36) avec v = 0 (voir la courbe en traits pointillés de la Fig. (1I-12)); ce
qui ne reproduit pas les résultats expérimentaux. Cependant, lorsque la gravité n’est plus
négligeable, le systeme dissipe plus d’énergie quand la vitesse d’impact devient tres faible,
une tendance qui est identique a celle observée expérimentalement.

Modéle non linéaire: v = 1/4

En utilisant maintenant une force viscoélastique non linéaire donnée par I’Eq. (11.35) avec
v = 1/4, intégrons numériquement I’équation (I1.34) en procédant de la méme fagon qu’au
§ (11.6.1) du modele linéaire. L’évolution du ccefficient de restitution est présentée en traits
pleins sur la Fig. (II-13) en fonction de la vitesse d’impact pour un choix du parameétre de
dissipation p. Cette courbe montre qu’a haute vitesse d’impact le ceeflicient de restitution est
indépendant de vj,,,. Cette propriété provient de la dépendance non linéaire de la dissipation
avec la puissance 1/4 de l'interpénétration (voir les Eqs. (11.36) avec v = 1/4). Ce résultat
est en bon accord avec les données expérimentales qui semblent indépendantes de v;,,, pour
de telles vitesses. De plus, comme dans le cas viscoélastique linéaire, nous observons une
augmentation de I’énergie dissipée lorsque la vitesse diminue, une tendance qui est identique
a celle observée expérimentalement.

I1.6.2 Modele viscoélastique théorique (v = 1/2)

Bien que le modele précédent en v = 1/4 décrive correctement les résultats expérimentaux
aussi bien a haute qu’a basse vitesse, la force dissipative d’Eq. (11.35) a été introduite de fagon
phénoménologique dans I’Eq. (I11.34) régissant la dynamique du contact. La partie dissipative
de la force de contact, considérée dans ce paragraphe, provient d’une extension viscoélastique
de la théorie de Hertz du contact élastique. L’expression de la force de contact viscoélastique,
agissant lors de la collision entre une sphére et un plan, s’écrit (voir 'Eq. (1.44) ou les Ref.
[33, 34, 35])

F=—K|2[’? - pi|a)'/? (I1.37)

8. Ce temps de collision est le plus petit qui apparaisse dans le systéme, puisque ’Eq. (I1.35) n’a de sens
que dans la limite quasi—statique ou la propagation de I’onde acoustique au sein d’une bille est négligée.
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ot K est le ceefficient de la loi Hertz pour un contact sphere-plan d’Eq. (1.24) et u le coefficient
de dissipation tel que p = %KD. D est une fonction des ceefficients élastiques des matériaux
de la sphere (E; et v,) et du plan (F, et v,) ainsi que des ceefficients de viscosité, associés
respectivement au cisaillement et a la déformation en volume, des matériaux de la sphere
(respectivement &, et 1,) et du plan (respectivement &, et 7,) [33, 34, 35].

Les valeurs de £ et 1, représentant la viscosité dans un solide, peuvent étre obtenues expéri-
mentalement par la mesure des vitesses et des constantes d’atténuation des ondes acoustiques
longitudinales ou transverses dans ce matériau [13, 33]. Cependant, les valeurs de ces para-
metres a des fréquences de 'ordre de 10 kH z, correspondant a la durée de la collision, ne sont
pas disponibles dans la littérature [33]. D sera donc un parameétre ajustable.

Il est & noter que l'expression de la force de contact de I’Eq. (I11.37) a été obtenue dans
le régime quasi-statique, c.-a-d. lorsque la vitesse caractéristique du probleme, v;,,, est tres
inférieure a la vitesse du son dans les matériaux constituant la sphere et le plan [35]. Cette
approximation quasi-statique est légitime dans nos expériences puisque la vitesse maximale
d’'impact est viy,, = 0,2 m/s tandis que les vitesses du son dans le carbure de tungstene et
’acier inoxydable sont respectivement de 1’ordre de 6000 et 5000 m/s (cf. la table page 16).

Lorsque la gravité est négligeable lors de l'interaction, et pour € proche de 1, le coeflicient
de restitution dépend de la puissance 1/5 de la vitesse d'impact (voir les Eqs. 11.36 et la
Ref. [33]). Un choc est donc plus élastique (ou moins dissipatif) & basse vitesse d’impact.
Cette dépendance en vitesse semble étre confirmée par les expériences [33] de collisions entre
deux spheres identiques, pour différents matériaux (acier, laiton, verre) et vitesses d’impact
(0,5 < vimp < 5 m/s). Ces vitesses sont suffisamment faibles pour pouvoir s’assurer qu’il
n’y a pas de dissipation due a des déformations completement plastiques des matériaux mais
suffisante pour causer des déformations plastiques des matériaux (voir le § (1.4)). De méme,
de récentes expériences d’impact [36, 37, 38] entre des spheres de glace et un bloc de glace
ont été réalisées pour de tres faibles vitesses d’impact (0,015 < v, < 5,1 em/s). Pour cette
gamme de vitesse, le ceeflicient de restitution tend vers 1 lorsque la vitesse d’impact tend
vers zéro. Ces expériences sont comparées a la théorie viscoélastique en v = 1/2 et semblent
confirmer cette derniere [34, 35]. Cependant, dans toutes ces expériences, les collisions sont
réalisées au moyen deux pendules [33] ou d’un disque pendulaire et un bloc fixe [36, 37, 38].
De part cette géométrie (la collision est horizontale), les effets de la gravité sont négligeables
lors de l'interaction, méme pour de tres basses vitesses d’impact.

Lorsque la collision est verticale et les effets de la gravité ne sont plus négligeables, c.-a-d.
lorsque les vitesses d’'impact deviennent tres petites, I’évolution de € selon les Eqgs. (11.36)
n’est plus valable (voir 'annexe C). L’évolution en présence de la gravité est alors déterminée
numériquement. En effet, en utilisant une force dissipative d’Eq. (11.35) avec v = 1/2, nous
integrons numériquement I’Eq. (I1.34) en procédant de la méme facon que dans le § (11.6.1).
L’évolution du ceefficient de restitution est alors tracée en fonction de la vitesse d’impact pour
un choix du parameétre de dissipation p (voir la courbe en traits mixtes de la Fig. (1I-13)).
Le ccefficient de restitution diminue de facon importante a tres faible vitesse d’impact. Ceci
signifie que le systeme dissipe plus d’énergie lorsque le poids de la bille est pris en compte
durant l'interaction.

En conclusion, a relativement basse vitesse d’impact, I’énergie dissipée par la bille est
principalement due au mécanisme viscoélastique et une petite partie aux emissions d’ondes
élastiques et de vibrations de flexions. A plus basse vitesse d’impact, la forte décroissance
du ccefficient de restitution lorsque v;,,, — 0 ne provient pas de I’apparition d’un nouveau
mécanisme de dissipation, mais du fait que le systeme dissipe I’énergie d’une fagon différente.
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En effet, lorsque la force de pesanteur est prépondérante devant la force élastique, le systeme
dissipe plus d’énergie que lorsque la force de pesanteur est négligeable au cours de 'interaction.
Ceci est clair d’apres la Fig. (1I-13) quel que soit le choix du type de force viscoélastique.

I1.7 Conclusion

Une étude expérimentale du comportement d’une bille rebondissant sur une surface plane
stationnaire a été réalisée dans ce chapitre. Lorsque la durée d’une collision devient de 'ordre
du temps de vol entre deux rebonds successifs, nous avons observé que la bille ne rebondit
plus mais oscille sur la surface, avec une période caractéristique. Une expression analytique
de cette période a été obtenue et est en bon accord avec les résultats expérimentaux. Nous
avons aussi mesuré, pour chaque rebond, le ceefficient de restitution et la durée de la collision.
Pour pratiquement tous les rebonds, le ceefficient de restitution est essentiellement constant et
proche de 1. Lorsque la vitesse d’impact tend vers zéro, c.-a-d. pour les tous derniers rebonds,
nous avons observé une forte décroissance du ccefficient de restitution. De plus, pour ces tres
basses vitesses d'impact, la durée de la collision est plus longue que celle prévu par la théorie
de Hertz. Une expression intégrale de la durée de collision a alors été obtenue.

Un modele non dissipatif, fondé sur une interaction non linéaire entre la bille et la surface
(le contact de Hertz), donne des résultats en bon accord avec les expériences lorsque la gravité
est prise en compte au cours de l'interaction. Ce modele permet alors de décrire a la fois la
dynamique du contact de tous les rebonds et les oscillations de la bille sur le plan.

Les différents mécanismes de dissipation d’énergie au cours d’un rebond ont été exposés.
Nous avons souligné qu’a basse vitesse d’impact, ces pertes d’énergie sont principalement dues
a une dissipation viscoélastique. Un modéle numérique dissipatif, fondé sur un mécanisme
exclusivement viscoélastique, conduit a une évolution du ceefficient de restitution similaire
a celle obtenue expérimentalement. De plus, nous avons souligné que la forte décroissance
du ccefficient de restitution lorsque v;,,, — 0 ne provient pas de I’apparition d’un nouveau
mécanisme de dissipation, mais du fait que le systeme dissipe I’énergie d’une facon différente:
lorsque la force de pesanteur est prépondérante devant la force élastique, le systeme dissipe
plus d’énergie que lorsque la force de pesanteur est négligeable au cours de I'interaction.

Finalement, notre travail montre aussi que la singularité collisionnelle n’est jamais atteinte
expérimentalement. Par extension, ’effondrement inélastique ne semble donc n’étre seulement
qu’un concept de nature théorique.
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Chapitre III

Dynamique de la collision d’une
colonne de N billes avec le sol

63



IT1.1 Introduction

Les expériences unidimensionnelles de collisions & N corps (N > 2) sont nombreuses et
aboutissent généralement a des résultats étonnants:

e Habituellement, une bille lachée sur le sol d’une hauteur h, ne rebondira pas plus haut
que h. Mais, lorsqu’une petite bille plagée au sommet d’une bille plus grosse est lachée
simultanément, la petite bille rebondira beaucoup plus haut que sa hauteur de chute
initiale. En effet, en supposant la collision élastique, la conservation de la quantité de
mouvement montre que la petite bille peut atteindre une hauteur neuf fois supérieure a
celle de son point de départ, si sa masse est négligeable par rapport a celle de la grosse
bille. En pratique, pour des collisions inélastiques, la hauteur atteinte par la petite bille,
apres le rebond, est plus faible mais reste supérieure & h. Ce comportement est connu
sous le nom de « 'effet de la superballe » [68, 69, 70, 71].

e Une chaine horizontale de billes identiques, chacune suspendue de la méme facon par I'in-
termédiaire de deux fils, exhibe un comportement exotique lorsqu’un certain nombre de
billes, a I'une des extrémités de la chaine, sont écartées et lancées sur les billes au repos.
En conséquence de la conservation de I’énergie et de I'impulsion totale de la chaine, il
est communément admis, qu’apres la collision, un méme nombre de billes, que celles
lancées initiallement, s’envolent a l'autre extrémité, tandis que toutes les autres billes
sont au repos. Cependant, ces lois de conservation sont nécessaires mais pas suffisantes
pour expliquer le comportement d’une chaine de plus de 3 billes [72]. En effet, les billes,
qui sont générallement décrites comme étant au repos, sont, en fait, séparées de leurs
voisines par de petites distances et possedent de faibles vitesses [21, 73].

Des travaux théoriques [74] et numériques [55, 67] ont été réalisés afin de décrire le rebond
d’une colonne de billes inélastiques entrant en collision avec un mur stationnaire. Certaines
de ces simulations [67] utilisent des lois d’interaction ad hoc ou la durée de la collision est
grande devant zéro tandis que d’autres [55] sont fondées sur une série de collisions binaires
pour une colonne de spheres dures, c.-a-d. pour lesquelles les collisions sont considérées comme
étant instantanées. Cependant, jusqu’a présent, aucun travail expérimental n’a été entrepris
et les comportements observés numériquement [55, 67] sont soit irréalistes ou sans réelles
interprétations.

Dans ce chapitre, nous étudions la dynamique de la collision d’une colonne de N billes
avec un mur stationnaire. Initiallement, les billes sont en contact et au repos, et sont lachées
sous leffet de la gravité d’une hauteur h au dessus du mur. La mise en place du probleme
est schématisée sur la Fig. (I1I-1). Ce systéme est bien adapté pour étudier, de fagon simple,
« 'effet de détachement », observé dans des simulations 1-D [67] fondées sur une loi d’in-
teraction dissipative linéaire ou non linéaire. Cet effet sera expliqué en détail au § (II1.8)
tandis que son observation expérimentale et numérique sera présentées respectivement aux §
(I11.3.5) et (111.6.6). Par extension, la faible dimensionnalité de I’expérience et le fait qu’il n’y
a pas d’énergie injectée au cours de la collision permet d’apporter des éclaircissements sur
les mécanismes précurseurs de la fluidisation des milieux granulaires vibrés [10, 11, 12] (voir
le § (I11.9)). Finallement, ce probléme souleve de nombreuses questions: comment évolue la
force, ressentie par le sol, lorsque le nombre de billes N augmente? Est-ce que les billes se
détachent les unes des autres apres la collision? Quelle est ’évolution du temps de collision
de la colonne avec le sol lorsque N croit?
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Le dispositif expérimental sera présentée au § (111.2). Les résultats expérimentaux seront
exposés au § (111.3). Pour une hauteur de chute fixée, cette étude montre que la force maximale
ressentie par le mur lors de la chute d’une seule bille est exactement la méme que pour une
colonne de 40 billes! Nous verrons que cette étonnante propriété est reliée a la propagation
d’une onde de déformation a travers la colonne et dépend de la « rigidité » du mur (voir le §
(I11.4)). De plus, au § (II1.3), nous montrons que l'onde de déformation est émise au début
de la collision et se propage, vers le haut, le long de la colonne avec une vitesse indépendante
du nombre de billes. Cette vitesse est mesurée comme étant un ordre de grandeur plus faible
que la vitesse des ondes longitudinales dans le matériau constituant les billes. La mesure du
ceefficient de restitution effectif de ’ensemble de la colonne montre alors que plus le nombre
de billes de la colonne est important, plus I’énergie dissipée lors de la collision est grande.

Au § (II1.5), nous présenterons un modéle numérique non dissipatif. La loi non linéaire du
contact de Hertz (voir le § (1.3.1)) sera utilisée pour décrire l'interaction entre deux billes. Les
résultats de nos travaux numériques seront exposés au § (I11.5). L’expression analytique de
I'onde de déformation sera obtenue au § (IIL.7). Enfin, au § (IIL.8), nous nous focaliserons sur
le mécanisme de l'effet de détachement des billes de la colonne. Nous soulignerons que ’effet
de détachement, ainsi que, par extension, la fluidisation des milieux granulaires, provient
de la redistribution d’énergie, a I'intérieur du systéeme au cours de la collision et non pas
a cause d’effets dissipatifs. Cette redistribution est gouvernée par la nature dispersive de la
propagation de I'onde de déformation a travers la chaine de billes.

Mur

Fig. 1II-1 — Mise en place du probléme.
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I11.2 Dispositif expérimental

Une colonne de NV billes en acier inoxydable, chacune de 8 mm de diametre sont plagées
a lintérieur d’un tube en verre de diametre intérieur 8,1 mm. La tolérance sur le diametre
et la sphéricité de chaque bille est respectivement +4 pm et £2 pm. Le nombre de billes
N peut varier de 1 a 40. La colonne de billes repose sur un capteur de force piézoélectrique
PCB 200B02 vissé a 'extrémité d’un cylindre en duralumin lui méme fixé sur un vibreur
(Briiel & Kjeer 4809), comme le montre la Fig. (I11-2). Le tube de verre ne repose pas sur
le capteur mais est soit maintenu par une potence a 4 mm de ce dernier, pour les hauteurs
de chute h inférieures au rayon R d’une bille, soit fixé sur le cylindre en duralumin, par
Iintermédiaire d’une corniere, pour h > R. Le vibreur est piloté par un signal créneau, de
fréquence 100 mHz. A premiere vue, l'utilisation d’un vibreur apparait inapproprié pour
les expériences de chute libre. Cependant, comme P'accélération de la table du vibreur est
initiallement dirigée vers le bas et est supérieure & 'accélération de la gravité, la colonne de
billes ne reposent plus sur le capteur et commence sa chute libre. Ainsi, pendant une période
du signal d’excitation et sous certaines conditions qui seront développées aux § (I111.2.1) et
(I11.2.2), les N billes en contact sont lachées d’une hauteur h sur le capteur de force. Ceci
est possible puisque la période du signal créneau (10 s) est trés supérieure a la durée de la
collision (35 ps pour N = 1; 1,04 ms pour N = 40 avec, dans les deux cas, une hauteur
de chute h = 5,1 mm). Le capteur est relié a un oscilloscope numérique afin d’enregistrer la
collision avec la colonne de billes.

Générateur de fonction

vers un
oscilloscope

Duralumin

VIBREUR

Fig. 11I-2 — Dispositif expérimental. Le schéma n’est pas a [’échelle.

II1.2.1 Reproductibilité des mesures

La reproductibilité des mesures est obtenue si toutes les billes tombent en méme temps
en restant constamment en contact les unes avec les autres. Pour cela, il s’est avéré nécessaire
de minimiser la force de friction de I’air sur les billes en faisant des encoches, tous les 32 mm,
le long du tube en verre permettant ainsi une libre circulation de I’air de l'intérieur vers
Pextérieur du tube. Pour éviter une aimantation des billes, due a la structure magnétique
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du vibreur, un cylindre de duralumin, de 5 ¢m de longueur, a été intercalé entre le capteur
d’impact et le vibreur. De plus, ce cylindre absorbe partiellement les ondes émises lors du choc
évitant ainsi la création d’ondes réfléchies pouvant perturber les mesures. Afin de vérifier que
les billes restent en contact tout au long de leur chute libre, une expérience complémentaire a
été entreprise et est décrite au § (I111.3.1). L’accord entre les deux expériences montrera qu’au
cours de la chute libre les billes ne se séparent pas les unes des autres (cf. le § (I111.3.1)).

I11.2.2 Mesure de la hauteur de chute

La hauteur de chute de la colonne de billes est de 'ordre du millimetre afin d’éviter de se
trouver dans la limite plastique du matériau constituant le capteur, et ainsi de 'endommager.
Cette hauteur est déterminée par une comparaison entre le signal issu d’un capteur de position
optique solidaire du vibreur et celui issu du capteur de force. Le capteur de position est un
photodétecteur, éclairé par une diode laser, délivrant un signal d’amplitude proportionnelle
au déplacement de la table du vibreur.
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FiG. 111-3 - Signal délivré par le capteur de position (courbe du haut) et par le capteur d’impact
(courbe du bas) lors de la chute de 40 billes. Le premier pic de la courbe du bas correspond
a Uimpact de la colonne sur le capteur, les autres pics €tant les divers rebonds des billes.
L’amplitude A est proportionnelle a la hauteur de chute de la colonne tandis que la variation
d’amplitude AA est proportionnelle au déplacement de la table lors de la collision. Les deux
stgnaux possedent la méme sensibilité en abscisse mais des sensibilités différentes en ordon-
nées. De plus, afin de différencier les deux courbes, le signal issu du capteur de position a été
translaté vers le haut.

La figure (I11-3) représente la superposition des signaux issus du photodétecteur (courbe
du haut) et du capteur d’impact (courbe du bas) lors de la chute de 40 billes. Il est évident,
d’apres la courbe du haut de la Fig. (I11-3), que le vibreur ne suit pas de fagon instantanée
les variations du signal créneau ; son temps de réponse fini conduit plutét & un comportement
exponentiel. Le signal issu du capteur de force (courbe du bas de la Fig. (I1I-3)) montre
qu’au cours d’une période du signal créneau le capteur subit plusieurs collisions. Il apparait
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nettement sur cette figure que la premiere collision entre la colonne de billes et le capteur a lieu
avant que la table du vibreur n’atteigne sa position minimale. La hauteur de chute n’est pas
alors déterminée par 'amplitude créte a créte du signal créneau mais par 'amplitude A (voir
la Fig. (I11-3)) du signal de sortie du capteur de position. En tenant compte de la sensibilité du
photodétecteur, dans la cas de la Fig. (I111-3), la valeur de la hauteur de chute est h =5 mm.
Le fait que la table du vibreur continue sa descente pendant la collision est peu important
puisque la durée de la collision est tres inférieure a la période du signal créneau, méme lorsque
la colonne comporte un grand nombre de billes. En effet, la variation d’amplitude AA lors
de la collision (voir la Fig. (I11-3)) correspond a une variation de la hauteur Ah inférieure a
7 x 1072 mm, ce qui est négligeable par rapport & h. Cette valeur de Ak a été calculée dans le
cas le plus défavorable, c.-a-d. pour le plus grand temps de collision observé au cours de nos
expériences correspondant a une colonne de N = 40. Grace a ce dispositif expérimental, il est
possible d’étudier la collision de N billes avec le capteur de force pour différentes hauteurs de
chute (1 < h < 5,1 mm) et pour 1 < N < 40.

Lorsque la table du vibreur amorce sa descente, le capteur de force ressent une légere
dépression! (voir la courbe du bas de la Fig. (I1I-3)) signifiant que la colonne de billes perd
contact avec le capteur et commence sa chute libre. Le changement de pente observé sur le
signal du photodétecteur, a la fin de la collision, est significatif de la violence du choc puisque
le mouvement de la table du vibreur est affectée par la collision.

I11.3 Résultats expérimentaux

II1.3.1 Force ressentie par le capteur lors de la collision

L’allure du signal délivré par le capteur de force lors de la colision d’une colonne de
N billes avec ce dernier est représentée sur la Fig. (11I-4) pour différentes valeurs de N et
pour deux hauteurs de chute différentes. Expérimentalement, a hauteur de chute fixée, un
phénomene étonnnant apparait. La force maximale F,,.., que ressent le capteur au cours de
la collision, est indépendante du nombre de billes de la colonne (voir les Figs. (I1I-4a-d))! La
force maximale ressentie par le capteur lors de la chute d’une bille est exactement la méme
que celle d’une colonne de 40 billes ! Il est aussi remarquable que les débuts des courbes des
Figs. (Ill-4a—d) se superposent presque parfaitement. Paradoxalement, on se serait plutot
attendu a ce que Fj,,; soit une fonction croissante de N, et ceci pour deux raisons. D’une
part, plus le nombre de billes de la colonne est grand, plus la masse impactante intervenant
lors de la collision est élevée. D’autre part, la théorie de Hertz montre que la force maximale,
lors du contact entre une sphére de masse m et un plan, dépend de la masse comme m>/®
(voir ’'Eq. (1.38)). Ainsi, pour une méme hauteur de chute et pour des billes de méme rayon,
la collision d’une colonne de N billes chacune de masse m est différente de la collision d’une
bille de masse M = Nm

Fraw(N) ~ NOF,, (1) pour une colonne de N billes chacune de masse m,

(IIL1)
Fraw(N) ~ N3/5me(1) pour une bille de masse M = Nm.

1. Cette dépression provient de la variation de force, due a la perte de contact, et non pas a ’accélération
négative apres que le contact se soit rompu. En effet, le capteur de force dynamique se comporte comme un
accélérometre lorsqu’il est chargé par une masse mais ne ressent pas les effets de ’accélération en ’absence de
cette masse.
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Fic. 111-4 — Signal délivré par le capteur de force lors de la collision d’une colonne de N billes
pour deux hauteurs h différentes: (a) N =1, 2, 3 ou 4 billes avec h = 3,1 mm; (b) N =5,
6, 7 ou 8 billes avec h =3,1 mm ; (¢) N =5, 6, 7 ou 8 billes avec h =5,1 mm ; (d) N =9,
10, 11 ou 12 billes avec h = 5,1 mm.
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Fic. 111-5 — Fuvolution de F,,,. en fonction de N pour h = 5,1 mm. Les croix représentent
les points expérimentauz et la droite est la moyenne des F,, ... sur toutes les mesures.
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A premiere vue, il peut paraltre paradoxal que la force maximale soit indépendante du
nombre de billes N. En effet, on s’attend a obtenir une force maximale de plus en plus
importante lorsque le nombre de billes augmente car 'impulsion totale de la colonne doit
évoluer de facon linéaire avec N. Cependant, le temps que dure la collision croit linéairement
avec N (voir le § (II1.3.2)). Cela semble raisonnable puisque ’aire sous chaque courbe de
la Fig. (I11-4) correspond au transfert de I'impulsion totale intervenant lors de la collision,
c.-a-d. le produit d’une force par un temps. Ainsi, comme la force maximale est indépendante
de N, il est nécessaire pour que la conservation de 'impulsion soit vérifiée que le temps de
collision croisse linéairement avec N. Cependant, comme nous le verrons plus tard (cf. le §
(I11.3.3)), le fait que F),q; soit indépendant du nombre de billes est relié d’une part a la
propagation dans la colonne d’une onde de déformation émise lors du choc et d’autre part a
la rigidité du mur. Pour A = 5,1 mm, les valeurs expérimentales de F,,,, sont déduites de
I’évolution temporelle du signal issue du capteur de force et ont été reportées sur la Fig. (I11-5)
en fonction de N. F,,,. est bien indépendant de N puisque les fluctuations expérimentales
autour de la valeur moyenne F,,,, = 69 N sont distribuées aléatoirement, restent inférieures
a 5% et sont du méme ordre que les fluctuations obtenues pour plusieurs expériences a N
fixé. La force maximale est atteinte apres un intervalle de temps 7,4, & partir du début de
limpact. T, est aussi indépendant de N (voir la Fig. (I11-4)) et 7,4, = 17,8+ 0,5 us pour
h=5,1 mm.

Le deuxiéme phénomene intéressant observé sur toutes les courbes de la Fig. (111-4), est
la nature oscillante de la force: la force croit jusqu’a F),,., puis oscille avec une période P
avant de décroitre puis de s’annuler. La période d’oscillation est indépendante de N et semble
dépendre faiblement de la hauteur de chute: P = 32,4 £ 1 us pour h = 3,1 mm alors
que P = 31,2 £1 ps pour h = 5,1 mm. De plus, les oscillations de la force s’amortissent
autour d’une valeur moyenne qui semble décroitre trés lentement au cours du temps (voir
la Fig. (I111-4d)). La comparaison entre I'allure de la force de la Fig. (I1I-4) et celle obtenue
par des simulations numériques non dissipatives montrera que cette décroissance est due a la
dissipation d’énergie qui intervient au cours de la collision (voir le § (111.6.2)).

700

600

Amplitude en mV
%) N (93
(e} (e} (e}
(=) (=] (=)

3]
(=3
(=}

100

100 150 200 250 300 350 400 450 500
Temps en us

Fic. 111-6 — Signal délivré par le capteur de force rentrant en collision avec une colonne de N
billes initialement au repos, N variant de 5 a 12.
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Une expérience complémentaire a été réalisée afin de vérifier que les billes restent en
contact lors de leur chute libre. La force ressentie par le capteur d’impact doit étre la
méme?dans le cas de la chute libre de N billes en contact que dans le cas qui consiste-
rait a se placer dans le référentiel associé aux billes, c.-a-d. si le capteur entrait en collision
avec la méme chaine de billes au repos. Le dispositif expérimental utilisé pour vérifier qu’il en
est bien ainsi est quasiment identique a celui décrit au § (I11.2). La colonne est maintenant
maintenue par l'intermédiaire d’un diaphragme collé sur 'extrémité basse du tube en verre
lui-méme solidaire d’une potence. Le sens ascendant du signal créneau, délivré par le généra-
teur de fonctions, permet alors de faire entrer en collision le capteur de force avec la colonne
de billes initiallement au repos. La figure (I1I-6) représente I’allure de la force ressentie par
le capteur lorsque que ce dernier vient heurter la colonne de billes. L’accord entre les allures
des Figs. (111-6) et (Ill-4c—d) montre que les billes, au cours de leur chute libre, tombent en
restant en contact les unes avec les autres. Ainsi, la raison de la présence des oscillations de la
force sur la Fig. (I11-4) n’est pas due a une quelconque imperfection du montage expérimental
conduisant & de légeres séparations entre les billes voisines lors de leur chute.

I11.3.2 Durée de la collision d’une colonne de N billes

La durée de collision 71 entre une bille, lachée d’une hauteur h, et un plan, supposé de
masse infinie, est obtenue a partir de la théorie de Hertz (voir le § (1.3.2)) et a pour expression

(voir 'Eq. (1.36))

_ 9,04 (22 T (111.2)
1 = 4, 4K Bimp )

olt m est la masse de la bille, v;,,, = +/2gh sa vitesse juste avant le choc, g = 9,81m/s?
I’accélération de la gravité et K le ceefficient de I'interaction de Hertz pour un contact sphere—
plan (¢f. 'Eq. (1.24)). Pour une bille en acier inoxydable, de rayon R = 4 mm et pour
un capteur recouvert d’acier inoxydable, assimilé a un plan massif en acier inoxydable, la
valeur du parametre K est alors, d’apres I'Eq. (1.24) et la table de la page 16, K = 9,858 X
109 N/m?/2,

Soit T la durée de la collision de la colonne de IV billes avec le capteur. La mesure de 7w
est déduite® du profil de la force donnée par le capteur au cours de la collision. L’évolution de
TN est représentée sur la Fig. (I1I-7), pour une hauteur de chute A = 5,1 mm, en fonction du
nombre de billes N constituant la colonne. La figure (I1I-7) montre que le temps de collision
dépend linéairement du nombre de billes. Cependant, le temps de collision de N billes n’est
pas égale & N fois le temps de collision d’une seule bille. En effet, I’équation de la droite de
la Fig. (I11-7), n’est pas 7 = N 71 mais

w=(N-1)T,+m, (I11.3)

ou T, = 25,47 us est la pente de la droite en traits pleins et 7y = 35,5 us le temps de la
collision d’une seule bille. Cette valeur expérimentale de 7y est en bon accord avec la valeur
théorique 71,, = 34,2 ps déduite de ’'Eq. (I11.2) avec h = 5,1 mm, m = 2,05 x 1072 kg et

2. L’accélération ressentie par le capteur, avant d’entrer en collision avec la chaine de billes; est négligeable
(voir la note en bas de la page 68).

3. La valeur de 7y est la durée entre F(t =0) et F(ry) =0, t = 0 correspondant a l'instant du début de la
collision.
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Fic. 1I1I-7 — Fvolution du temps de collision, Tx, d’une colonne de N billes en fonction de N.
La hauteur de chute est h = 5,1 mm. Les croix représentent les points expérimentauz et la

droite la fonction Ty = (N — 1)1, + 7 avec Ty = 25,47 ps et 7y = 35,5 ps (voir le corps du
texte pour plus de détails).
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Fic. M-8 — FEvolution de Aty = Tny1 — TN en fonction de N. La hauteur de chute est

h = 5,1 mm. Les croix représentent les points expérimentauz et la droite est la moyenne des
ATy sur toutes les mesures : (ATy) = 25,47 ps.
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K = 9,858 x 10° N/m>/?. De plus, comme nous le verrons au § (I11.6.4), le fait que T ne soit
pas égal a N1y n’est pas du au fait qu’au cours de la collision il existe deux types de contact
(c.-a~d. que tous sont entre spheres excepté un, entre un plan et une sphere).

Définissons Aty comme la différence entre 7ar41, le temps de collision d’une colonne de
N + 1 billes, et ™

ATN =TN+4+1 — TN . (111.4)

Comme le montre la Fig. (I1I-8), A7y est, aux fluctuations expérimentales pres, indépendant
de N et est en moyenne égale a T,,. En effet, ces fluctuations sont du méme ordre que celles
obtenues pour plusieurs expériences a N fixé. Toute la dynamique de la collision a N billes
semble étre régie par ce parametre Tj, dont le sens physique sera explicité dans le § (I11.3.3).

Fic. III-9 — Sens de la propagatior: de Uonde de déformation au cours de la collision.

I11.3.3 Vitesse de propagation de ’onde de déformation dans la colonne

Lors du contact de la colonne avec le capteur, une faible partie de I’énergie incidente est
toujours dissipée (voir le § (I.4)), notamment en énergie de vibration rayonnée dans la cible, &
partir du point d’impact, sous forme d’ondes acoustique. Les ondes de compression—dilatation
ainsi émises lors du choc correspondent aux vibrations, autour de leurs positions moyennes, des
atomes du matériau dans lequel se propage ’onde. Ces ondes sont toujours présentes des lors
qu’il y a choc mais n’impliquent, pour notre gamme de vitesse d’impact, qu’une tres faible?
partie de I’énergie incidente, de I'ordre de 1% (voir § (1.4) et les Refs. [23, 28, 29]). La majeure
partie de ’énergie incidente est transformée en énergie potentielle élastique et est emmagasinée
par les billes lors de leur déformation. Cette énergie potentielle élastique sera restituée lors de
la dilatation des billes, correspondant au rebond de la colonne. Afin de comprendre pourquoi
la colonne rebondit et de quelle facon, il est nécessaire de savoir comment chaque bille de
la colonne « prend conscience » de la présence du sol, c.-a-d. comment la déformation, ayant

4. La théorie de Reed [28] appliqué a 'impact d’une bille en acier inoxydable sur un plan de méme nature, a
une vitesse de 0,3 m/s, conduit a une énergie dissipée sous forme d’ondes élastique égale a 0,65% de I’énergie
cinétique de la bille avant I'impact.
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lieu initiallement entre la bille du bas et le sol, se transmet d’une bille & une autre au cours
du temps. La figure (I1I-9) montre schématiquement le sens de la propagation de 'onde de
déformation de la chaine véhiculant I'information (c.-a-d. la présence du sol) tout au long de
la colonne. Le choc initial engendre une perturbation (onde de compression de la chaine) qui
se propage vers le haut de la colonne, se «réfléchit» sur 'extrémité supérieure de la colonne
(la bille du haut de la colonne commence alors & se dilater) puis, la perturbation (onde de
dilatation de la chaine) se propage vers le bas de la colonne. Dés lors que l'onde a, de nouveau,
atteint le bas de la colonne, la colonne perd contact avec le capteur et se détache du sol. Le
temps de collision de la colonne correspond donc au temps que met 'onde pour parcourir
deux fois la longueur de la colonne. Afin de connaitre la vitesse de propagation de cette onde,
il suffit de reporter la longueur 4RN que parcourt cette onde en fonction du temps 7y qu’elle
met pour parcourir cette distance.
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Fic. 1II-10 — Distance de propagation 4RN de londe de déformation en fonction du temps
de propagation Tn. La hauteur de chute est h = 5,1 mm. Les croix représentent les points
expérimentaux et la droite en traits pleins la fonction 4RN = tnv + (4R — v7y). La pente de
la droite détermine la vitesse v = 628 m/s de cette onde.

La figure (I1I-10) montre que la vitesse de I'onde de déformation est indépendante du
nombre de billes. Cette vitesse est par conséquent constante le long de la chaine de billes.
Dans "annexe D, on exposera les raisons qui imposent que cette vitesse soit constante le long
de la colonne. La pente de la droite en traits pleins de la Fig. (I11-10) donne alors la vitesse
v de 'onde de déformation dans la colonne

v =628 m/s pour h=5,1mm . (I11.5)

Il est & noter que cette perturbation se propage avec une vitesse qui est un ordre de grandeur
plus faible que celle du son dans un barreau en acier inoxydable qui est environ 5000 m/s (cf.
table page 16). Une vitesse si faible est aussi observée dans de nombreuses expériences (voir le
Chap. IV et les Refs. [21, 75, 76, 77]) et simulations [78] faisant intervenir la propagation d’une
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onde dans un milieu discret. Ceci résulte de la nature discrete de la chaine qui agit comme
un ensemble d’oscillateurs non linéaires couplés. En effet, les travaux de Hertz [13] montrent
que, lorsqu’une bille subit une compression, la pression est beaucoup plus importante dans
le voisinage immédiat de la région de contact que dans tout le reste de la bille (voir aussi
la Ref. [43]). On peut alors considérer la bille comme constituée d’une partie déformable,
agissant comme un ressort non linéaire dans ce voisinage, et d’une partie indéformable dans
pratiquement tout le corps de la bille.

Appelons Té le temps mis par l'information (c.-a-d. le tranfert d’impulsion d’une bille a
une autre) pour parcourir un aller retour dans une bille. Pour des billes identiques de rayon
R, la vitesse v de 'onde de déformation de la colonne est alors donnée par

4R

V==
!
Tq

(I1L.6)

En utilisant les Egs. (IIL5) et (II1.6) avec R = 4 x 107 mm, nous trouvons que T, =
25,47 ps. Cette valeur de Té est égale a celle de T, obtenue par les mesures de durée de
collision (voir la Fig. (111-10) et I'Eq. (I11.3)), qui correspond a (AT). Ainsi, la durée T}, a
ajouter au temps de collision 7y d’une colonne de N billes pour obtenir le temps de collision
Tn+1 d’une colonne de N 41 billes correspond & la durée Té que prend le tranfert d’impulsion,
d’une bille & une autre, pour parcourir un aller retour dans une bille. Par conséquent, en
utilisant 'Eq. (I11.6) avec T, = T; et en multipliant par 4R/4R le premier terme du membre
de droite de (II1.3), on obtient I’équation 4RN = 7nv + (4R — vry) de la droite en traits
pleins de la Fig. (I11-10). Finallement, la vitesse v de ’onde de déformation, qui se propage a
I'intérieur de la colonne de billes, a été mesurée expérimentalement, pour différentes hauteurs
de chute h, par la méme méthode que précédemment. Les résultats ont été regroupés dans le
Tab. (I11.1).

La vitesse de 'onde croit avec la hauteur de chute, c.-a~-d. avec la vitesse d’impact de la
colonne. Comme le montre le Tab. (I11.1), ces résultats sont en bon accord avec les simulations
numériques du § (I11.6.5) et avec I’expression analytique de la vitesse de I'onde de déformation
qui sera obtenu au § (IIL.7).

Vitesse v (m/s)

h (mm) | Expérience | Théorie | Simulation

1,9 557 586 583
3,1 586 616 613
5,1 628 647 644

TaB. III.1 — Vitesse v de londe de déformation pour différentes hauteurs de chute h.

Expliquons maintenant pourquoi la force maximale ressentie par le capteur de force est in-
dépendante du nombre de billes constituant la colonne. Comme nous ’avons vu au § (111.3.1),
pour une hauteur de h = 5,1 mm et quelle que soit la valeur de N, la force maximale est at-
teinte apres un intervalle de temps 7,4, = 17,8 ps & partir du début de la collision. Ce temps
correspond a la moitié du temps de collision 7 = 35,5 us d’une seule bille pour h = 5,1 mm
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(cf. § (111.3.2)). Par ailleurs, pour une colonne de N billes, le capteur « prend conscience »
de la présence de la seconde bille lorsque 'onde de déformation ’atteint et rapporte cette
information au capteur, c.-a-d. apres un temps 7T, = 25,47 ps a partir du début de I'impact.
Par conséquent, pour les temps 0 < ¢t < T}, le capteur ne ressent la présence que d’une seule
bille quel que soit le nombre de billes de la colonne. Puisque le maximum du cycle de charge
de cette bille est atteint & 7,,,, et puisque 7,4, < Ty, la force maximale est ainsi indépendante
du nombre de billes de la colonne. Ce comportement correspond au cas de la collision avec
un « mur rigide ». Ultérieurement, nous verrons qu’une collision avec un « mur rigide » sera
définie comme étant telle que 7,4, (N = 1) < T, tandis qu’une collision avec un « mur mou »
correspondra a I'inégalité opposée, c.-a-d. 700 (N = 1) > T,. Comme nous le montrerons
expérimentalement au § (I11.4) et numériquement au § (I11.6.7), dans le cas de la collision
avec un « mur mou », la force maximale dépendra alors de V.

I11.3.4 Cecefficient de restitution effectif

L’impulsion totale transférée lors de la collision d’une colonne de N billes avec le capteur
est déterminée, expérimentalement, a partir de ’aire sous la courbe décrivant I’évolution de
la force ressentie par le capteur au cours du temps. En effet, dans le cas idéal d’une collision
élastique sans dissipation, I’aire sous la courbe correspond a la somme de I'impulsion incidente
(cycle de charge) et de I'impulsion restituée (cycle de décharge), c.-a-d. a deux fois I'impulsion
incidente. Dans le cas d’une collision inélastique, une partie de I’énergie incidente est dissipée
et I'aire sous la courbe est donc inférieure au double de 'impulsion incidente. La figure (111
11) met en évidence le fait que la collision a N billes dissipe de plus en plus d’énergie lorsque
N croit. Ceci explique la raison pour laquelle la valeur moyenne des oscillations de la force
décroit légerement au cours du temps (voir la figure (I111-4d)).

0.061

e e o o

o =) =) =)

[\ 5 » %
: T T T

Impulsion incidente + restituee (N s)

o

=)

=
:

0 5 16 1‘5 26 2‘5 36 3‘5 46
Nombre de billes N

Fig. 1II-11 — Evolution de la somme de 'impulsion incidente et de impulsion restituée en
fonction de N lors de la collision d’une colonne de N billes lachées d’une hauteur h = 5,1 mm.
Les croix représentent les points expérimentaux. La droite en traits pleins représente le double
de limpulsion incidente 2muv;,,, N, qui serait conservée au cours de la collision, si Iimpact
€tait parfaitement élastique. La droite en traits miztes représente le cas ou la collision serait
completement inélastique, c.-a-d. My, N .
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Pour une collision entre une bille et un plan au repos, le ceefficient de restitution est
habituellement défini comme le rapport entre la vitesse de la bille apres le choc sur celle avant
le choc (voir § (1.4) et 'Eq. (1.42)). Pour N billes, nous introduisons le ccefficient de restitution
effectif de ’ensemble de la colonne

M=
sﬁ._.,
e

-
Il
—

e

(LIL7)

<

Ceff = —

=
S|~
3
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i
L

M=
S

o
Il
—

ol vf et v} sont les vitesses de la i€ bille respectivement apres et avant la collision. Cette
définition de e.sy est choisie du fait qu’expérimentalement nous avons seulement acces a
Iimpulsion total du systéeme. Cependant, pour N = 1, I’Eq. (I111.7) est identique a la définition
habituelle du ceefficient de restitution (cf. 'Eq. (1.42)). L’évolution de ¢.¢s en fonction de N
est montré sur la Fig. (I11-12).
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Fig. l1I-12 - Cefficient de restitution de l’ensemble de la colonne (voir ’Eq. (1I11.7)) en fonc-
tion de N lors de la collision d’une colonne de N billes lachées d’une hauteur h = 5,1 mm.
Les croiz représentent les points expérimentaux. Les cercles correspondent auzx simulations
« event—driven » de Luding [79] pour des vitesses initiales v;,, = 0,31 m/s de chaque
particule, le ceefficient de restitution entre particule—particule et entre mur—particule étant
respectivement 0,96 et 0,92.

Les valeurs expérimentales de €.y sont déduites, pour chaque N, de la mesure de I'impul-
sion totale du systéme (voir les croix de la Fig. (I1I-11)) et de I'impulsion incidente Nmw;,,.
Nous trouvons que €.y décroit avec N, pour nos valeurs de N. Ceci signifie que la perte
de quantité de mouvement au cours de la collision d’une colonne de N billes croit lorsque NV
augmente. Nous pouvons étendre ce résultat pour la perte d’impulsion a la perte d’énergie. Ce-
pendant, en utilisant des simulations de dynamique moléculaire, Luding et al. [67] montrent,
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pour une loi d’interaction linéaire dissipative, que ’énergie perdue décroit lorsque N aug-
mente et est pratiquement indépendant de N, pour une interaction non linéaire dissipative.
Ce désaccord apparent peut étre du au fait que ces auteurs utilisent une définition différente
pour le ceefficient de restitution effectif de I’ensemble de la colonne (voir 'Eq. (I11.33) du §
(I11.8) et aussi la Ref. [67]). En effet, en utilisant ’Eq. (I11.7) comme définition du ceefficient
de restitution effectif, Luding [79] montre, lors de simulation « event—driven », que ¢.s5 décroit
avec N (voir les symboles o de la Fig. (I111-12)).

I11.3.5 Détachement des billes de la colonne

Pour savoir comment rebondit la colonne de billes apres la collision, il est nécessaire de
visualiser le signal délivré par le capteur de force sur un temps beaucoup plus long que le
temps de collision de la colonne. La figure (11I-13) montre I’évolution temporelle d’un tel
signal. Le premier pic, le plus a gauche sur la Fig. (I1I-13), correspond a la premiére collision
de ’ensemble de la colonne avec le capteur. Les autres pics représentent les différents rebonds
des billes. La figure (III-13) montre que la colonne de billes ne rebondit pas en bloc. En
effet, si la colonne rebondissait successivement en bloc, la dissipation imposerait une lente
décroissance monotone des amplitudes des pics. L’apparition de pics de grande amplitude au
milieu des pics dont ’amplitude décroit au cours du temps prouve le contraire. Ainsi, apres
la collision entre la colonne et le capteur, les billes ne sont plus en contact les unes avec les
autres. Ce détachement des billes de la colonne est en accord avec le comportement qui sera
trouvé numériquement aux § (I11.6.1) et (I11.6.6), et sera expliqué en détail au § (1IL.8).
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FiG. III-13 — Exemple de signal délivré par le capteur de force au cours du temps pour N =5 et
h = 2,7 mm. Le premier pic correspond a la premiére collision entre Uensemble de la colonne
et le capteur. Les autres pics sont les divers rebonds des billes. La résolution de ["oscilloscope
est de 7 us/pt, 80000 points ont été enregistrés et chaque pic est constitué d’au moins 7 points
de mesures.
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IIT.4 Collision avec un mur < mou »

Considérons maintenant le cas de la collision d’une colonne de N billes avec un mur mou
stationnaire. Le mur est défini comme étant mou ou rigide d’apres les définitions qui ont été
donné au § (I11.3.3). Le dispositif expérimental est identique a celui présenté en Sec. (I11.2) &
I’exception du capteur qui est maintenant recouvert avec du ruban adhésif ou avec un morceau
de laiton, de plexiglas, de PVC, de caoutchouc, de carton ou de bois. Deux types de cartons
sont utilisés et seront appelés ultérieurement « carton 1 » et « carton Il ». Les épaisseurs
de chaque matériau sont de 'ordre de 1 mm et sont regroupées dans le Tab. (I11.2). Pour
toutes les expériences considérées dans ce paragraphe, la valeur de la hauteur de chute est
h = 2,9 mm. Par conséquent, la vitesse d’impact de la colonne est fixée quel que soit le choix
du morceau de matériau collé sur le capteur.

Matériau Epaisseur (mm) Na | Tmae(N =1) (13) | Trnax(N = Ng) (1)
aucun - 1 17 17
laiton 1,2 2 47,5 46
ruban adhésif 0,3 4 47,5 112
PVC 1 6+ 1 67,5 171+ 19
plexiglas 1 8+1 69 228+ 11
carton II 0,5 11+1 191 396 £+ 21
bois 2 15+1 127,5 468 + 26
carton | 0,8 2242 227 743+ 23
caoutchouc 1 281+ 4 221 950 £ 57

TaB. II1.2 — Résultats expérimentauz lors de la collision entre N billes en acier inozydable
et un capteur de force recouvert avec différent matériau, pour une hauteur de chute fizée
h=2,9 mm.

Le signal issu du capteur de force lors de la collision de la colonne des N billes est montré
sur la Fig. (I1I-14) pour différentes valeurs de N et pour différent matériau collé sur le cap-
teur. Sauf pour la Fig. (IIl-14a), la force maximale ressentie par le capteur est maintenant
dépendante du nombre de billes constituant la colonne (cf. les Fig. (11I-14b—f)). En effet, pour
chaque matériau utilisé, la force maximale croit avec N pour de basses valeurs de N jusqu’a
ce qu’elle devienne indépendante de N. Quand le capteur n’est recouvert d’aucun matériau
(voir la Fig. I11-14a), les résultats expérimentaux sont identiques & ceux du § (I11.3) : indépen-
dance de la force maximale ressentie par le capteur de force et nature oscillante de la force.
Il est a noter que cette derniere propriété n’est jamais observée lorsque un matériau mou est
collé sur le capteur. Pour chaque matériau et chaque valeur de N, la valeur expérimentale
de F 4. est déduite de I’évolution temporelle du signal issu du capteur de force. Ces valeurs
sont représentées sur la Fig. (I1I-15) en fonction de N. Pour un matériau donné, définissons
Ny comme étant le nombre de bille critique a partir duquel la force maximale F),,; devient
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indépendant du nombre de billes de la colonne. Il est évident d’apres la Fig. (I1I-15) que plus
le matériau est mou, plus le nombre de billes critique Ny est grand.
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Fic. III-14 — Signal issu du capteur de force lors de la collision d’une colonne de N billes
pour différents matériauzx collés sur le capteur: (a) aucun; (b) laiton; (c) ruban adhésif; (d)
PVC; (e) plexiglas; (f) bois. Dans tous les cas, N varie de 1 a 16 et h = 2,9 mm.
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Fic. 111-15 — Force maximale F,,.,, en Newton, en fonction de N pour différents matériauz
collés sur le capteur: (a) (X) aucun; (+) laiton; (x) ruban adhésif; (0) PVC'; (o) plexiglas;
(o) carton II. (b) (4) bois; (x) carton I; (O) caoutchouc.
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Fic. 111-16 — FEvolution de Aty = Tn41 — TN en fonction de N pour différents matériaux
collés sur le capteur: (a) (X) aucun; (+) laiton; (x) ruban adhésif; (0) PVC'; (e) plexiglas.
(b) (0) caoutchouc; (4) bois; (x) carton I; (o) carton II. Dans tous les cas, la hauteur de

chute est h = 2,9 mm. La ligne en traits pleins est la valeur moyenne des Aty sur toutes les
mesures de la Fig. (a): (ATy) = 28,6 ps.
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Pour chaque matériau, la différence A7y entre 7a41, la durée de I'impact d’une colonne
de N + 1 billes, et 7 est montrée sur la Fig. (I1I-16) en fonction de N. La figure (I1I-16a)
montre, qu’aux erreurs expérimentales pres, A7y est indépendant de V et du type de matériau
collé sur le capteur. Ceci est en accord avec les résultats expérimentaux du § (111.3.2) et de
linterprétation de A7y donnée au § (I111.3.3) : Arn est égal en moyenne a T, qui repésente
le temps mis par le transfert d’impulsion d’une bille & une autre pour parcourir un aller
retour dans une bille et ainsi ne dépendrait pas le nature du mur. La valeur expérimentale de
T, = (ATn) = 28,6 ps est alors déduite de la Fig. (III-16a). Cependant, pour les matériaux
les plus mous, a basses valeurs de NV, A7y dépend a la fois de N et de la nature du matériau
collé sur le capteur (voir la Fig. (I1I-16b)), cet effet de bord disparaissant pour des valeurs de
N plus grandes.

Expliquons maintenant pourquoi la force maximale ressentie par le capteur dépend ou
non, selon la rigidité du mur, du nombre de billes de la colonne. Pour une colonne de N
billes, la force maximale F),,.(N) est atteinte aprés un temps 7,4, (N) a partir du début de
la collision et est indépendante du nombre de billes pour N > Ny. Comme nous ’avons vu
au § (I11.3.3) dans le cas d’un mur rigide, la non dépendance de F,,, avec N est reliée a
la propagation d’une onde de déformation a 'intérieur de la colonne et provient du fait que
Tmaz (N = 1) < Ty, Tpae étant dans ce cas indépendant de N puisque Ng = 1. Dans le cas
Ol Tpar(N = 1) > T}, le capteur prend conscience de plusieurs billes avant que la premiere
bille n’ait atteint le maximum de son cycle de charge. Par conséquent, la force maximale
Fraw(N) croit avec N. Le nombre critique de billes Ny, a partir duquel la force maximale
devient indépendante de NV, est atteint lorsque 'onde de déformation a parcouru une distance
4RNg pendant un temps T,q.(Ng). La vitesse de 1'onde de déformation étant donnée par
I'Eq. (II1.6) avec T, = Ty, le nombre critique de billes N, s’écrit

Ny = [Tm;iim)w : (111.8)

ou [z] est le plus petit entier non inférieur a x.

Expérimentalement, pour chaque matériau collé sur le capteur, la valeur de Ny est déduite
de la Fig. (I1I-15) tandis que les valeurs de T4 (N = 1) et Tp0.(N = Ng) sont mesurées
a partir de I’évolution temporelle de la force maximale. Ces résultats sont regroupés dans
le Tab. (111.2). L’interprétation ci-dessus est en accord avec ces résultats puisque lorsque
Tmaz (N = 1) < T}, la force maximale ressentie par le capteur est indépendante de N, c.-a-d.
Ny =1, tandis que lorsque 7,4, (N = 1) > T}, la force maximale dépend de N, c.-a-d. Ng > 1.
Le nombre critique de billes N, est représenté, a partir des données du Tab. (I111.2), sur la Fig.
(I11-17), en fonction de 7,4, (Ng). Chaque croix correpond a une série d’expériences réalisées
avec un matériau donné. La ligne en traits pleins correspond aux valeurs de Ny obtenues a
partir de 'Eq. (I11.8) avec T, = 28,6 us. L’accord entre les points expérimentaux et la ligne
en traits pleins est trés bon excepté pour les matériaux les plus mous (caoutchouc, hétre,
carton I et II). La raison est que, pour chacun de ces matériaux, la valeur de Aty dépend
de N (voir la Fig. (I1I-16)) et par conséquent T}, n’est pas défini. Cela signifie que ’emission
de 'onde de déformation est fortement modifiée par la présence d’un mur tres mou. En effet,
au lieu de créer une onde de déformation avec un front d’onde tres raide, comme ceci est
suppposé dans le § (I111.7), une telle collision donne plutét naissance a une onde qui possede
un front relativement « lisse ». Comme la chaine de billes est un milieu dispersif (voir le §
(I11.8)), la vitesse de telles ondes peuvent étre alors considérablement modifiée. Finallement,
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dans le § (I11.6.7), nous verrons que les résultats issus des simulations numériques seront en
accord avec ces résultats expérimentaux.
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Fic. 111-17 — Evolution de N4 en fonction de T,4,(Ng). Chaque croixz correspond a une série
d’expériences réalisées avec un matériau donné (voir le Tab. (111.2)). La ligne en traits pleins
correspond aux valeurs de Ngq obtenues a partir de UEq. (111.8) avec T, = 28,6 ps.

III.5 Modele numérique non dissipatif

Le but de cette partie est de construire un modele numérique simple afin de retrouver les
principaux résultats expérimentaux pour un mur rigide du § (I11.3) : la non dépendance avec
le nombre de billes de la force maximale ressentie par le capteur (§ (1I11.3.1)), la vitesse de
propagation de 'onde de déformation dans la colonne (§ (I111.3.3)), l'effet de détachement des
billes de la colonne (§ (I11.3.5)) et ceux du § (IIL.4) pour un mur mou: dépendance de la force
maximale avec V.

Considérons une collision de N corps sphériques identiques, chacun de masse m, de vitesse
initiale v} et de vitesse finale vf, i variant de 1 & N. La quantité de mouvement p;(t) de la :*™¢
particule, au cours du temps, est p;(t) = muv;(t). La conservation de la quantité de mouvement
totale lors de la collision implique, qu’au cours du temps,

N N )
Z mu;(t) = Z mu; Vt>0. (I11.9)
=1 =1

Appelons v, la vitesse du centre de masse de la colonne, définie comme

1 N
vy =¥ > ity (T11.10)
=1

La conservation de la quantité de mouvement, c.-a-d. 'Eq. (II1.9), implique que les forces,
agissant durant la collision entre les corps, n’affectent pas la vitesse du centre de masse. Ainsi,
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la collision entre les corps conduisent seulement & un échange de vitesse entre les composantes
du systeme, mais cependant de ’énergie peut étre perdue due a des effets dissipatifs. Dans le
modele qui est présenté ci—dessous, aucun mécanisme dissipatif n’est pris en compte. Donc,
dans les simulations, ’énergie totale sera conservée et seuls des échanges de quantité de mou-
vement entre particules auront lieu. De plus, comme nous ’avons démontré lors du chapitre
III, pour des hauteurs de chute de 'ordre du milimetre, la force de gravité, lors de I'interaction,
peut étre négligée devant la force élastique. Ainsi, dans le modele ci—dessous, seule la loi de
Hertz du contact sera prise en compte lors de 'interaction. Tous les temps caractéristiques du
probleme sont grands devant le temps d’aller retour d’une onde acoustique a I'intérieur d’une
bille. En effet, pour une bille en acier inoxydable de rayon R = 4 mm, la période associée a
la plus basse fréquence propre des vibrations radiales d’une sphere élastique est 2 ps (voir
I’annexe A). Le plus petit temps intervenant dans le probleme est le temps de collision d’une
seule bille qui est expérimentalement 35,5 s pour la hauteur maximale de chute h = 5,1 mm.
Par conséquent, il est légitime de modéliser la colonne de billes par une chaine de N masses
ponctuelles de masse m, chacune intéragissant avec ses plus proches voisines par la loi de
Hertz, c.-a-d. par N — 1 ressorts non linéaires satisfaisant
3/2
F = B =)™ b iy =i > 0 VI<i<N-1, (1IL.11)
0 sinon

¢ et la i + 1°™° masse, z; le déplacement de la i*™°

masse par rapport a sa position d’équilibre zo, et £ une constante pouvant étre vue comme
une « raideur » propre a chaque ressort non linéaire. Le parametre &k représente le coefficient
de la loi de Hertz pour un contact entre deux spheres (voir le § (1.3.1)) et s’écrit selon I'Eq.
(1.20). Avec la convention de signe pour le déplacement z; (voir la Fig. (I11-18)), la i®™¢ masse
interagit avec la i 4+ 19"¢ via la loi de Hertz, si @;41 — 2; > 0 (voir la Fig. (I1I-18b)) tandis
qu’elles se détachent 'une de l'autre si ;417 — z; < 0.

At =0 (voir la Fig. (11I-18a)), toutes les masses ¢ sont supposées étre dans leur position
d’équilibre zq,, les ressorts non linéaires n’étant pas comprimés et une vitesse identique v,
pour toutes les masses est imposée. Le choix des conditions initiales du probleme sont alors

F; est la force d’interaction entre la i¢™

wi(tIO)IO .
V1I<i<N. (111.12)
ii(t = 0) = Vimp

Le capteur est modélisé par un ressort non linéaire de « raideur » K et de masse infinie.
Le parametre K de ce ressort est différent de k, propre a tous les autres ressorts, dans le souci
d’étre proche des conditions expérimentales, puisque le ccefficient de la loi de Hertz pour un
contact sphere-plan est différent de celui d’un contact sphére-sphere (voir le § (1.3.1)).

Avec cette condition supplémentaire, les forces d’interaction donnée par I’'Eq. (111.11) ainsi
que leurs sens (voir la Fig. I1I-18¢)), le sytéme est décrit par un ensemble de N équations
différentielles couplées

miy = —In_1,

mi; =F, —F,_; pour 2<: <N -1,
Yt # 0, 32 (111.13)
. . Kz{"" sizg >0,
m$1:F1—F0 ou FOI
0 sinon.
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L’algorithme utilisé pour résoudre numériquement le systeme d’équations (I111.13) est du type
Runge-Kutta d’ordre 4. Au cours du calcul, I’énergie totale de la colonne est conservée avec
une précision inférieure & 10=* %. Le pas de temps utilisé est tres inférieur au temps typique?®
de collision entre deux spheres: le temps de collision est environ de 40 us et le pas de temps
de 0,25 ps.
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Fig. I1I-18 — Représentation schématique du modéle : (a) conditions initiales: a t = 0, toutes
les masses i se trouvent dans leur position d’équilibre xo. ; (b) interaction entre la i*™¢ et la
i+ 19™€ masse : Tip1 — x; > 0 correspond a une interpénétration entre les deux billes (ou une
compression du ressort non linéaire) alors que z;11 — x; < 0 signifie que les deux billes ne
sont plus en contact (ou que les deuz ressorts se sont détachés l'un de autre) (c) dzrectzons

me ot lg 1+ 19™¢ masse et entre la i — 15™¢ et la i*™

des forces d’interaction entre la i

La force ressentie par le « capteur » est Kx:f/z(t) ol K est le ccefficient de la loi de Hertz
pour un contact sphere-plan (voir le § (1.3.1)) et s’écrit selon I’'Eq. (1.24). Afin de comparer
quantitativement les résultats expérimentaux pour un mur rigide & ceux de la simulation, la
valeur de k est calculée pour un contact entre deux sphéres en acier inoxydable (voir le tableau
page 16) de rayon R =4 mm. La valeur de K est calculée pour un contact entre une sphere
et un plan tous deux en acier inoxydable. Ainsi, d’apres les Eqs. (1.20) et (1.24), les valeurs de
ces parametres sont k = 6,9716 x 10? N/m3/2 et K =9,858 x 10° N/m3/2. Dans la plupart
des simulations, la valeur choisie pour la vitesse d’impact de la colonne, vy, = 0,3 m/s,
correspondra a une hauteur de chute de 4,6 mm.

5. Ce temps de collision est le plus petit qui apparaisse dans le systéme, puisque nous simulons les équations
(IT1.13) qui ne sont valables que dans la limite quasi-statique ot 'on néglige la propagation d’onde acoustique
au sein d’une bille.
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I11.6 Résultats numériques

II1.6.1 Déplacement et vitesse de chaque bille lors de la collision

La figure (I11-19) montre I’évolution temporelle des déplacements z;(¢), par rapport a leur
position d’équilibre, de chaque bille ¢ lors d’une collision d’une colonne de N = 7 billes avec le
sol. D’apres les conventions de la Fig. (I1I-18), une compression de la ¢éme bille correspondra
a une déplacement z; positif. La septieme bille, située tout en haut de la colonne, s’enfonce de
fagon linéaire lors de son cycle de charge (z7 croit), puis se décomprime (27 décroit), avant de
se détacher de la sixieme bille (27 — 26 < 0) et de repartir indéfiniment vers le haut & vitesse
constante puisque la gravité n’est pas prise en compte. La bille en bas de la colonne (bille 1)
s’enfonce puis oscille autour d’une valeur constante, pendant toute la durée de la collision,
avant se décomprimer et se détacher du sol (21 < 0). Lorsque la bille 1 a fini de s’enfoncer
(t = 16 us), elle a emmagasiné de I’énergie élastique qui lui permet de réaliser son cycle de
décharge mais la bille du dessus l'oblige a se réenfoncer dés lors que ’énergie élastique de
charge de la bille 2 est plus grande que I’énergie élastique de décharge emmagasinée par la
bille 1. Les billes ¢, avec 7 > 2, ont une influence sur le mouvement de la bille 1 et ceci semble
étre la raison de la présence des oscillations du déplacement z.
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Fic. MI-19 — Résultat des simulations numériques: évolution au cours du temps des dé-
placements xz;(t), par rapport a leur position d’équilibre, de chacune des billes i lors de la
collision d’une colonne de N = T billes avec le sol. Le déplacement x;(t) est positif lorsque
la i€ bille est comprimée. La ligne en traits pointillés correspond a la position d’équilibre
de toute les billes. A partir de cette ligne, chacune des courbes successives en traits pleins
correpondent respectivement aux déplacements x;(t) pour i variant de 1 a 7. La simulation
a €té stoppée a T = 220 us et a €té réalisée pour viy, = 0,3 m/s; m = 2,05 x 1073 kg ;
k=6,9716 x 10° N/m>/? et K = 9,858 x 10° N/m?/2.
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Comme le montre la Fig. (I11-19), la septieme bille se détache de la sixieme (27 — 2z < 0),
pendant que les autres billes restent en interaction, puis la sixieme se détache de la cinquieme
(z¢ — 25 < 0), etc. Les billes du haut de la colonne semble donc se détacher les unes apres les
autres avant la fin de la collision.

La figure (I1I-20) montre I’évolution des vitesses i;(¢) de chaque bille ¢ pour N = 7 et
Vimp = 0,3 m/s. Lors de la collision, I’échange permanent de quantité de mouvement entre
toutes les billes est a l'origine des oscillations de vitesse observées sur cette figure. Lorsqu’une
bille n’est plus en contact avec ses voisines, elle possede alors, d’apres les Eqgs. (111.13), une
vitesse constante. Ainsi, bien avant la fin de la collision (v; = ¢**¢), la bille 7 se détache de la
colonne (v; = ¢*%¢), puis c’est au tour de la sixieme, de la cinquieme, de la quatrieme avant
que les trois dernieres billes ne décollent quasiment en méme temps. On constate de plus que
les billes du haut de la colonne se détachent de la colonne avec des vitesses plus grandes que
celles qu’elles possédaient initiallement, tandis que les billes du bas repartent vers le haut
avec des vitesses plus faibles. Par exemple, a la fin de la collision, la vitesse de la bille 7 est
environ 150% de sa vitesse initiale.

0.3
0.2

0.1

en m/s

Vitesse v
I
o
[V}

50 100 150 200 250

Temps en us

Fic. II-20 — Résultat des simulations numériques : évolution au cours du temps de la vitesse
&;(t) de chacune des billes i lors d’une collision d’une colonne de N =7 billes avec le sol avec
Vimp = 0,3 m/s. La ligne en traits pointillés a —0,3 m/s correpond a la limite en dessous de
laquelle les billes 1 a 3 se détachent de la colonne avec une vitesse plus petite que leur vitesse
initiale vy, Au dessus de cette limite, les billes 4 a 7 se détachent de la colonne avec une
vitesse plus grande que viy,,. Les parameétres de la simulation sont les méme que ceur de la

Fig. (11I-19).

I111.6.2 Force ressentie par le mur lors de la collision

La figure (II1I-21) montre I’évolution de la force ressentie par le capteur au cours du
temps pour une collision d’une colonne de N = 7, 15 ou 30 billes. L’allure de la force est
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la méme que celle obtenue expérimentalement avec un mur rigide : la force croit jusqu’a une
valeur F,,., indépendante de N, puis oscille autour d’une valeur constante avec une période
P indépendante de N. Ces oscillations de force sont directement reliées aux mouvements
oscillants de la bille 1 (¢f. la Fig. (I11-19)). Contrairement aux résultats expérimentaux, les
simulations montrent que la valeur moyenne de la force est constante pendant toute la durée

de la collision. Ceci est due au fait que les effets dissipatifs ne sont pas pris en compte dans
la modéle numérique.
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Fic. 1II-21 — Résultat des simulations numériques : force ressentie par le capteur au cours du
temps pour une collision d’une colonne de N = 7 billes (courbe en traits pleins); N = 15
billes (courbe en traits miztes) ou N = 30 billes (courbe en traits pointillés). Les paramétres

de la simulation, autres que N, sont les méme que ceux de la Fig. (I1I-19). F,, .. représente la

force mazimale qui est ressentie par le capteur au cours du temps. Cette figure est a comparer
avec les résultats expérimentaux de la Fig. (111-4).

La force maximale F),,, (V) ressentie par le capteur lors de la chute d’une colonne de N
billes est indépendante de N et est égale a la force maximale F,,,,(1) ressentie par le capteur
lors de la chute d’une seule bille. Par conséquent, nous pouvons supposer que I'expression de
Frau(N) est indépendante du parametre k qui caractérise un contact entre deux billes (cf.
I’Eq. (1.20)). En utilisant un argument dimensionel, nous obtenons facilement ’expression de
la force maximale

Fmax(N) = NOFmal’(l) = C1m3/5v§/5 ](2/5 5

o (IT1.14)
ou K est défini d’apres 'Eq. (1.24) et (' est une constante numérique. La figure (I11-22)
montrent les valeurs de F},,,,.(N) en fonction de m

3/5?1%21(2/5 lorsque les différents parametres
de la simulation (c.-a-d. N, k, K, m et v;y,,) varient. Ces calculs numériques montrent que

Fae est effectivement quasiment indépendante de k (voir les symboles X de la Fig. (111-22)).
La pente de la droite en traits pleins de la Fig. (I11-22) correspond a C; = 1, 143. L’expression
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de Flqx(1) issue de la théorie du contact de Hertz s’écrit, d’apres les Eqgs. (1.24) et (1.38),

1/5

(L1L.15)

A
max( )— 6 102 1—1/}2, 2
( R oA )

En reportant 'Eq. (1.24) dans ’'Eq. (1IL.15), le ceefficient numérique de I'Eq. (I11.15) est
alors (5/6)%/5(45/16)'/5. L expression numérique de la force maximale d’Eq. (I11.14) est par
conséquent identique 2 celle issue de la théorie de Hertz puisque (5/6)%/5(45/16)'/° ~ 1,143,

La valeur numérique de la force maximale déduite de la figure (I1I-21) est F"4™ = 66,2 N.
Cette valeur est en bon accord avec la valeur expérimentale Fyq = 69 N (voir le § (I11.3.1))
et la valeur théorique F/'¢¢ = 65,3 N calculée d’apres 'Eq. (I11.15) avec v;,, = 0,3 m/s;
m=2,05x10">kg; R=4mm;vs =v,=0,276 et E; = E, = 21,6 x 10'°N/m?. La valeur
expérimentale est légerement plus grande que les valeurs théorique et numérique puisque la
vitesse d’impact expérimentale est légerement plus grande que 0,3 m/s.

160 *

1201 >

Fmax

40

0 L L ]
0 50 100 150
mS/SV?AprWS

Fig. 1II-22 — Résultat des simulations numériques: force maximale F,,,,. en Newton en
fonction de m3/5v%i](2/5 pour différentes valeurs des paramétres de la simulation: N, k,
K, m et vimp. (+) correspond @ m = 2,05 x 1072 kg, k = 6,9716 x 10° N/m?/% et
K = 9,858 x 10° N/m>? lorsque v, varie de 0,05; 0,075; 0,1; 0,15; 0,3 a 0,5 m/s.
Pour chaque valeur de v;p,,, Fpap est identique lorsque N varie de 3 a 10. (%) correspond a
N =8, vy = 0,3 m/s, k = 6,9716 x 10° N/m>? et K = 9,858 x 10° N/m>/? lorsque m
varie de 1,025 x 1073, 2,05 x 1072, 4,1 x 107> a 8,2 x 1072 kg. (o) correspond ¢ N = 8,
m = 2,05 x 107° kg, vimp = 0,3 m/s et k = 6,9716 x 10° N/m>? lorsque K varie de
4,929 x 10, 9,858 x 10%, 1,971 x 10'° a 2,957 x 10'© N/m>/2. (x) correspond @ N = 8,
m = 2,05 x 107% kg, vimp = 0,3 m/s et K = 9,858 x 10° N/m>? lorsque k varie de
3,486 x 10%, 6,9716 x 10, 1,394 x 10'° 4 2,091 x 10'° N/m?/2. (o) correspond a N = 7,
m=2,05%10"2 kg, vim, = 0,3 m/s lorsque K = k varie de 2 x 107, 4 x 107, 6,9716 x 10° @
9,858x10° N/m3/2. La droite en traits pleins corresponds a Clm3/5v%§)ﬁ'2/5 avec Cp = 1,143.
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I11.6.3 Période des oscillations de la force lors de la collision

La période P des oscillations de la force, de la Fig. (I11-21), est indépendante de N. Sur
cette figure, la période des oscillations vaut P = 31,5 ps. Cette valeur est en bon accord
avec la mesure expérimentale P, = 31,2 pus (voir le § (1I1.3.1)). Si l'interprétation de ces
oscillations de force, qui a été donnée au § (I11.6.1), est correcte, la période P doit étre
indépendante de K. Ainsi, en utilisant un argument dimensionel, on obtient facilement

r=c(g)

1.1
- (111.16)

ou (5 est une constante numérique. Les simulations numériques sont en accord avec I’Eq.
(I11.16) et par conséquent confirment l'interprétation donnée au § (I11.6.1). La Fig. (111-23)
;T;/5m2/5k_2/5 lorsque les parametres de la simulation
(c-a-d. N, k, K, m et v;,,) varient. La pente de la droite en traits pleins correspond a
Cy = 2,53.

En utilisant I’'Eq. (1.20) et m = 47 R?p,/3, I'Eq. (111.16) devient

montre les valeurs de P en fonction de »

1- l/2 2/5 1/5
P =253 (2\/%,05 . ) Ro. Y (I11.17)

imp 0
S
ps étant la masse volumique du matériau constituant la sphere.

55
50/
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p 40
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~1/502/5}=2/5
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Fic. 111-23 — Résultat des simulations numériques: période P en us des oscillations de la

1/

, -1/5 _ .y . . .
Jorce en fonction de v, m2/5k=2/5 pour différentes valeurs des paramétres de la simulation

N, k, K, m et viypmp. (+) correspond ¢ m = 2,05 x 107> kg, k = 6,9716 x 10° N/m?/? et
K = 9,858 x 10° N/m>? lorsque Vimp varie de 0,075;0,15; 0,3 a 0,5 m/s. Pour chaque
valeur de vy, la valeur de P est identique quand N varie de 3 a 10. (x) correspond ¢ N =7,
m=2,05%10"2 kg, vim, = 0,3 m/s lorsque K = k varie de 2 x 107, 4 x 107, 6,9716 x 10° @

9,858 x10? N/m3/2. La droite en traits pleins correspond a Cyv, L5215 1=2/5 quec Cy = 2,53.

mp
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I11.6.4 Durée de la collision d’une colonne de N billes

Le fait que la force maximale soit indépendante de N implique que le temps de collision
75, d’une colonne de N billes, doit croitre linéairement avec N pour que la conservation de
I'impulsion, lors du choc, soit vérifiée (voir § (111.6.2)). La durée 7y de la collision d’une
colonne de N billes est représentée en fonction de N sur la Fig. (I111-24) et est effectivement
une fonction croissante linéaire de N, telle que v = (N — 1)1, + 7, ou T, = 25,37 us
est déterminé par la pente de la droite et 71 = 40,6 ps par 'intersection de la droite avec
la verticale N = 1. Le sens physique de T, a été expliqué dans le § (II1.3.3) (voir aussi
le paragraphe suivant). La valeur numérique de 7 est en accord aussi bien avec la valeur
Tfhéo = 34,2 ps déterminée par la théorie de Hertz pour un contact sphére—plan (voir I’Eq.
(1.24)) qu’avec la valeur expérimental 7;"" = 35,5 us (voir le § (I11.3.2)).

600

500

Temps de collision Ty (us)
) %) o
(e (e (]
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Nombre de billes N

0 L L L L

Fic. 1I-24 — Résultat des simulations numériques : dépendance du temps de collsion T avec
N. Les paramétres de la simulation, autres que N, sont les méme que ceux de la Fig. (11I-
19). Les croix représentent les points de la simulation. La droite correspond a Ty = (N —
T, + 71 avec Ty, = 25,37 ps et 7y = 40,6 ps. Celte figure est a comparer avec les résultats
expérimentaux de la Fig. (111-7).

De plus, I’évolution de 7x suit la méme loi que I’Eq. (I11.3) trouvée expérimentalement
(voir le § (111.3.2)). Cependant, cette loi est différente de celle obtenue par Luding [67, 80]
au cours de simulations de dynamique moléculaire. En utilisant une loi d’interaction linéaire
dissipative, ils trouvent que le temps de collision 7y de la colonne est proportionnel au nombre
de billes et au temps de collision d’une seule bille 7 tel que 7y &= N7y. De plus, bien que le
temps de collision pour un contact sphere—sphere soit différent de celui d’un contact sphere—
plan, la présence lors de la collision d’un seul contact sphere—plan parmis tous les contacts
sphere-sphere n’implique pas que 7n # N7. En effet, 'Eq. (I11.3) est valable pour des
simulations modélisant le capteur aussi bien par un plan de raideur K # k que par une
portion de sphere de raideur K = k. Au cours de ces simulations, la valeur de 7y change
tandis que la valeur de T, reste indentique. Ceci est en accord avec l'interprétation de 7
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donnée au § (111.3.3).

I11.6.5 Vitesse de ’onde de déformation dans la colonne

Au début du choc entre la colonne et le sol, une onde de déformation est créée au point de
contact. Au cours de la collision, cette onde se propage vers le haut de la colonne, est réfléchie,
et revient a ’endroit d’ou elle a été émise, & la fin de la collision, c.-a-d. lorsque la colonne
décolle du sol. A vitesse d’impact fixée et en faisant varier le nombre de billes de la colonne, on
trouve que les résultats numériques sont en accord avec les résultats expérimentaux (voir le §
(I11.3.3)) et théoriques (voir le § (II1.7)) : la vitesse v de 'onde de déformation est indépendante
de N et v peut s’exprimer comme le rapport entre la distance d’aller retour dans une bille sur
le temps T}, pour parcourir cette distance, c.-a-d. v = 4R /T,. En effet, pour v, = 0,3 m/s,
T, est donné par la pente de la droite de la Fig. (I11-24). En reportant cette valeur dans I’'Eq.
(I11.6) puisque T, = T,, R étant égal a 4 mm pour le calcul de k et K, la vitesse est alors
v = 630,7 m/s. Cette valeur est en parfait accord avec la pente v = 630,5 m/s de la droite
de la Fig. (I11-25a) pour vy, = 0,3 m/s.

—_ — [N} [\S]
S W S W
T T T
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Temps de collision Ty en us
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1/5 1/5 —1/5
Vimp €0 M8

Fic. 111-25 — Résultat des simulations numériques: (a) Distance parcourue par l'onde de
déformation (c.-a-d. deux fois la longueur de la colonne 4 x R x N ) en fonction du temps
que met 'onde pour parcourir cette distance (c.-a-d. le temps de collision) pour différentes
vitesses d’impact vy, de la colonne: () 0,075; () 0,15; (x) 0,3 et (o) 0,5 m/s. Les
pentes des droites en traits pleins déterminent la vitesse de l'onde v = 480,2; 550,6; 630,5 et
706,3 m/s pour viy,, = 0,075;0,15; 0,3 et 0,5 m/s respectivement. (b): Vitesse v de Uonde
de déformation en fonction de ?JZ»IT{L‘;.
qUE Vipyp, sont les méme que ceux de la Fig. (111-19).

Pour (a) et (b), les paramétres de la simulation, autres
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Chaque droite de la Fig. (I1l-25a) représente, pour différentes vitesses d’impact de la
colonne, la distance parcourue par ’onde de déformation en fonction du temps mis pour
parcourir cette distance. Pour une vitesse d’impact fixée, la vitesse de propagation de I"onde
est donc indépendante du nombre de billes N. Les pentes de ces droites donnent alors acces a
la valeur de la vitesse de 'onde de déformation pour chaque vitesse d’impact de la colonne. En
reportant ces vitesses v en fonction de la vitesse d’impact v;,,,, de la colonne, la Fig. (111-25b)
montre que 'onde de déformation se propage avec une vitesse v proportionnelle a vilﬂ/j). Ainsi,
plus la colonne heurte le sol avec une vitesse importante, plus la vitesse des ondes créées lors
de ce choc est rapide. Dans le Tab. (IlI.1), on compare les résultats numériques avec ceux
obtenus expérimentalement pour trois valeurs de hauteur de chute h = 1,9; 3,1 et 5,1 mm.

L’interprétation de T, du § (I111.3.3) implique que 'expression de 7} soit indépendante de
K. Ainsi, en utilisant ’'Eq. (I11.6) avec Té = Ty, 'expression de la vitesse v doit étre aussi
indépendante de K. En utilisant cette hypothese, un argument dimensionel conduit facilement
a

2/5
v=Cs (%) Roll> (111.18)
('3 étant une constante numérique. Lorsque les parametres de la simulations &k, m et vy,
varient, on trouve numériquement la valeur de la constante C's = 2. En reportant ’Eq. (111.18)
dans I'Eq. (I11.6) avec T, = Ty, T, s’écrit alors

T, =2 (%)2/5 e (IT1.19)

Dans une chaine horizontale de billes, si la vitesse d’impact initiale, a laquelle est soumise
la premiere bille de la rangée, est grande (v;,,,, = 5 m/s), Nesterenko [76, 77] montre numé-
riquement qu’il est possible de faire propager, a 'intérieur de la chaine de billes, un soliton
dont la taille est de ’ordre de 5 billes et dont le front se propage & une vitesse vy, inférieure
a la vitesse v de 'onde de déformation

A\ 2/5
Vool = (g) v . (111.20)

I11.6.6 Détachements des billes de la colonne

A la fin de la collision, connaissant le mouvement individuel de chaque bille, nous sommes
capable de savoir si la colonne rebondit en bloc ou si les billes se détachent les unes apres
les autres de la colonne. On définie la fin de la collision entre la colonne et le sol lorsque
la bille du bas quitte le sol (z; < 0). Pour une colonne de N billes, la distribution des
vitesses de chaque bille, & la fin de la collision, est I’ensemble des valeurs &;(t = 7n) pour
i=1,---,N. La figure (111-26) représente ces vitesses pour différentes valeurs de N. Comme
nous ’avons vu précédemment au § (I11.6.1), a la fin de la collision et pour N fixé, chaque
bille possede une vitesse qui est différente de celle des autres billes. Notamment, la bille du
haut de la colonne repart avec une vitesse tres grande par rapport a sa vitesse initiale v;y,,.
Deux régimes de distribution de vitesses apparaissent nettement sur cette figure: les billes du
haut de la colonne repartent avec des vitesses supérieures a v;,,, tandis que celles du bas ont
des vitesses inférieures a v;y,,,. Par exemple, pour une colonne de N = 7 billes, la bille 7 repart
avec 150% de sa vitesse initiale alors que la bille 1 repart seulement avec 30% de sa vitesse
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initiale. Nous verrons, dans la suite, que ces deux régimes de vitesse correspondent a deux
types de détachement possibles. De plus, si nous nous intéressons uniquement aux billes du
haut qui possedent des vitesses plus grandes que v;,,, la Fig. (111-26) montre que ces vitesses
tendent asymptotiquement vers v;y,, lorsque N diminue.
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Fic. 111-26 — Résultat des simulations numériques: vitesse de la i bille, a la fin de la
collision, en fonction du numéro de la bille i, pour différentes valeurs de N : () 3; (+) 4;
(%) 5 (X) 7;:(+) 10; (%) 12; (o) 15; (X) 20. Pour toutes les courbes, les paramétres de la
simulation sont les mémes que ceux de la Fig. (111-19).

Définissons le temps de détachement de la ieme bille comme le temps, a partir du début
du choc, ou la iéme bille de la colonne se détache soit de la 7+ 1éme, soit de la 7 — leme. Les
temps de détachement des N billes de la colonne sont tragés sur la Fig. (I11-27) pour différentes
valeurs de N. Pour N < 5, les billes se détachent les unes apres les autres en commencant par
celle du haut de la colonne. Pour NV > 5, deux types de détachement apparaissent: les billes
du haut de la colonne se détachent les unes apres les autres, en commencant par celle du haut,
comme précédemment, jusqu’a ce que les billes du bas de la colonne se détachent en « bloc »
(c.-a~d. jusqu’a ce que la premiere bille quitte le sol en emmenant avec elle les billes qui ne
s’étaient pas encore détachées. Dans ce bloc, les billes interagissent encore entre elles, apres la
fin de la collision, et se détachent les unes des autres en commencant, cette fois—ci, par celle
du bas (voir la Fig. (I11-27)). En comparant les Figs. (I11-26) et (I1I-27), nous remarquons
que les billes du haut qui se détachent les unes apres les autres sont celles qui repartent avec
des vitesses supérieures a leurs vitesses initiales tandis les billes du bas, qui se détachent en
bloc, correspondent a celles qui ont des vitesses inférieures a vj,,.

Définissons maintenant le nombre de billes totales Ny qui se détachent les unes apres les
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autres de la colonne. Les N — N, autres billes sont donc celles qui rebondissent en bloc.
Pour chaque valeur de N, N, est donné par le nombre de points expérimentaux de la Fig.
(I11-27) qui se trouvent en dessus de la ligne en traits pointillés. La figure (I11-28) représente
I’évolution de N en fonction de N. Comme cela a déja été remarqué précédemment, pour
N < b, toutes les billes se détachent les unes apres les autres de la colonne et ainsi NV, = V.
Pour N > 5, les points expérimentaux sont bien décrits par une droite de pente supérieure a
1/2. Cela signifie que, pour une valeur de N fixé, le nombre de billes qui se détachent les unes
apres les autres de la colonne est toujours plus grand que le nombre de billes qui rebondissent
en bloc.

550
500

B P

) N

S )
T T

350r
300
2501

Temps de detachement (us)
[\
S
=

150t
100

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Numero des billes

5 O 1 1 1 1
0

Fic. 111-27 — Résultat des simulations numériques : temps de détachement de la i°™° bille en
fonction du numéro de la bille i, pour différentes valeurs de N : (-) 3; (+) 4; (%) 5; (X) 7;
(+) 10; (%) 12; (o) 15; (x) 20. Pour chaque valeur de N > 5, chaque ligne en traits pointillés
correspond au temps au dela duquel les billes du bas de la colonne rebondissent en « bloc »
(c.-a-d. lorsque la premiére bille quitte le sol en emmenant avec elle les billes qui ne s’étaient
pas encore détachées de la colonne). Pour toutes les courbes, les paramétres de la simulation
sont les mémes que ceux de la Fig. (111-19).

Afin d’observer un comportement de type « loi d’échelle » a la fois pour la distribution
des vitesses de la Fig. (I11-26) et pour la distribution des temps de détachement de la Fig.
(I11-27), nous divisons I’axe des abscisses de ces deux figures par N,. L’axe des ordonnées de
la Fig. (111-26) est adimensionné par la vitesse d’impact v, et celui de la Fig. (111-27) par le
temps de collision 7x. Les résultats sont représentés sur les Figs. (111-29) et (I11-30). Sur les
deux figures, nous observons un impressionnant comportement de type loi d’échelle puisque
tous les résultats expérimentaux (a l’exception de N < 5) se répartissent sur une seule et
méme courbe.
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Fic. 111-28 — Résultat des simulations numériques : €volution de N en fonction de N. Pour
N < 5, la droite en traits pleins correspond ¢ Ny = N. Pour N > 5, la droite moyenne a
pour pente 0,55.
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FiG. 1I-29 — Résultat des simulations numériques: vitesse de la i bille, a la fin de la
collision, divisée par la vitesse dimpact vy, en fonction du numéro la bille i divisée par N,
pour différentes valeurs de N. Les légendes de tous les symboles utilisés sont identiques a
ceur de la Fig. (111-26) a Uexception de N = 30 (o). Aprés ces changements d’échelle, les
résultats expérimentaux de la Fig. (111-26) se répartissent sur une seule courbe a l’exception
de N =3 (-) et 4 (+). Les billes ayant des vitesses finales plus grandes que leurs vitesses
initiales vy, sont au dessus de la droite en traits pointillés tandis que les billes possédant des
vitesses finales plus petites que v;p,, sont en dessous de cette droite.
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Fic. 111-30 — Résultat des simulations numériques : temps de détachement de la i bille
divisé par le temps de collision Ty en fonction du numéro de la bille © divisé par Ng, pour
différentes valeurs de N. Les légendes de tous les symboles utilisés sont identiques a ceux de

la Fig. (11I-26) a Uexception de N = 30 (o). Aprés ces changements d’échelle, les résultats
expérimentaux de la Fig. (111-27) se répartissent sur une seule courbe a l'exception de N = 3
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Fic. 111-31 — Résultat des stmulations numériques : force d’interaction F; entre la téme bille
et la i+ léme en fonction du temps lors de la collision entre une colonne de N =5 billes et
le sol: (=) Fy bille 1 avec le sol; () Fy billes 1 et 2; (—-) Fy billes 2 et 3; (o) F5 billes 3
et 4; (——) Fy billes 4 et 5. Pour toutes les courbes, les paramétres de la simulation sont les
mémes que ceux de la Fig. (11I-19).
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Comme I’énergie totale est conservée dans notre modele, I’énergie du systéme est redis-
tribuée au cours de la collision et c’est cette redistribution d’énergie qui impose ’effet de
détachement. A l'intérieur de la colonne, la redistribution d’énergie s’effectue lors des inter-
actions entre les billes, majoritairement des régions ou les interactions sont peu intenses mais
durent longtemps (billes du bas) vers les régions ou les interactions sont trés intenses pen-
dant une durée tres courte (billes du haut). En effet, comme on le voit sur la Fig. (I111-31),
les forces d’interactions entre les billes du haut de la colonne sont plus intenses, mais inter-
viennent sur un temps plus court, que les forces d’interaction entre les billes du bas de la
colonne. Puisqu’une force est le rapport d’une variation de quantité de mouvement sur une
variation de temps (F' = mAwv/At), ’échange de la quantité de mouvement entre quatrieme
et la cinquieme bille prend un temps beaucoup plus petit que I’échange de la quantité de
mouvement entre chaque paire précédente.

L’énergie cinétique de la colonne, relativement a son centre de masse, est définie, au cours
du temps, selon

N
Ea(t) = % Z(@(t) — )% (111.21)
=1
F,.; est aussi appelée « température granulaire » lorsque N > 1. A la fin de la collision
(t = 1), Fre donne une mesure sur la distance typique de séparation des billes de la colonne.
En effet, les contributions significatives dans la somme de ’Eq. (I11.21) n’interviennent que
lorsque #; > v, ou &; < v,. Précédemment, nous avons établi que plus le nombre de billes N
de la colonne augmente, plus les vitesses des billes du haut de la colonne sont supérieures a
leurs vitesses initiales vj,,,. Ainsi, £, doit croitre avec N. Cependant, lorsque le nombre de
billes augmente, la quantité de mouvement totale du systeme croit. La quantité intéressante
est donc le rapport entre ’énergie cinétique relative F,..; a la fin de la collision, sur ’énergie
cinétique totale F.;,, c.-a-d.

N . 9
Erel zg(wi‘t:ﬁv - vg)

= . I11.22
EI( N -9 ( )
Z $i ‘t:TN

=1

L’évolution de ce rapport est représentée sur la Fig. (111-32) en fonction de N et de 1/N. A
la fin de la collision, la distance typique de séparation entre chaque bille croit avec N mais
semble devenir constante pour de grandes valeurs de N. Bien évidemment, ce résultat n’est
plus valable dans le cas d’un modele dissipatif, avec une loi d’interaction linéaire, puisque la

distance typique de séparation passe par un maximum, a basse valeur de N, puis décroit pour
de plus grande valeur de N (voir la Fig. (2c) de la Ref. [67]).

I11.6.7 Collision avec un mur « mou »

Examinons maintenant le cas de la collision d’une colonne de billes avec un mur mou.
Une telle collision a été définie au § (I11.3.3) comme étant telle que 7,0, (N = 1) > T, tandis
qu’une collision avec un mur rigide correspondait a 7,4, (N = 1) < T},. Puisque la dissipation
n’est pas prise en compte dans notre modele, la force maximale du cycle de charge d’une seule
bille, c.-a~-d. N = 1, est atteinte apres la moitié du temps de la collision, c.-a-d. a

71

Tmaz(N = 1) 5

(111.23)
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Fic. 111-32 — Résultat des simulations numériques : (a) FEvolution de E..; /i en fonction du
nombre de billes N. (b) Fvolution de FE,./Ex en fonction de 1/N. Les croix représentent
les points numériques. La droite en traits pleins correspond a la droite décrivant le mieux les
points numériques. Pour tous les points numériques, les paramétres des simulations sont les
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mémes que ceux de la Fig. (11I-19).
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La substitution des Eqs. (II1.2), (1IL.19) et (II1.23) dans les deux inégalités ci-dessus
conduit alors a un ceefficient critique du contact sphere—plan K. , tel que pour K > K. la
collision est définie comme étant celle avec un mur rigide et pour K < K. celle avec un mur

I’I’IOU.7 avec
2,94\ %% 51
K= (227 (I11.24)
1 1

Dans la plupart des simulations du § (I11.6), la valeur du ccefficient de Hertz pour un
contact sphere—sphere est celui entre deux spheres en acier inoxydable, c.-a-d. & = 6,9716 x
10° N/m3/2. Ainsi, d’apres 'Eq. (I111.24) et pour une colonne de spheres en acier inoxydable,
la valeur critique est K, =4 x 10° N/m?/2. Dans le § (II1.6.2) nous avons vu que I’évolution
de la force maximale F,,, ressentie par le mur était indépendaente de N. Ce comportement
est en accord avec les remarques ci—dessus puisque la valeur du parametre K = 9,858 x
109 N/m?/? était tel que K > K.. La figure (I11-33) montre I’évolution temporelle de la
force Fp pour une collision avec N = 3, 5, 7, 10 ou 15 billes pour K < K.. Les parametres
des simulations sont K = 1 x 10° N/m3/?; k = 6,9716 x 10° N/m?3/?; Vimp = 0,3 m/s et
m = 2,05 x 1072 kg. Comme nous ’attendions, ’évolution de la force au cours du temps
est en accord avec les résultats expérimentaux pour un mur mou: la force croit jusqu’a une
valeur F,,,; qui dépend de N, pour de basses valeurs de NV, et est indépendant de N pour des

valeurs plus grandes. Contrairement aux résultats expérimentaux (voir par exemple la Fig.
(I11-14d)), les simulations de la Fig. (I11I-33) montre que la valeur moyenne de la force est

constante au cours de la collision. Ceci est provient du fait que I’on néglige les effets dissipatifs
au cours des simulations numériques.
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Fic. 1I1I-33 — Résultat des simulations numériques : €volution temporelle de la force ressentie
par un mur mou lors d’une collision de N =3 (e);5 (=); 7 (—=—); 10 (=) ou 15 (-) billes.
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II1.7 Expression analytique de la vitesse de ’'onde de défor-
mation

La dynamique d’une colonne de billes rebondissant sur le sol, en I’absence de la gravité,
est équivalente a celle d’une colonne qui serait soumise a I'impact d’un mur se déplacant a
vitesse constante v,,. En effet, & cause de I'invariance galiléenne, la condition initiale »,, = 0
et @;(t = 0) = v;p, est équivalente a v, = —vip et &;(t = 0) = 0. L’expression analytique de
la vitesse v de 'onde de déformation peut étre ainsi déterminée par la réponse d’une rangée
de billes en contact soumise a un échelon de force.

(a) (b)

<>< > «<—S><—>
AL L AL L

Fic. 111-34 — (a) Réponse d’une barre a un échelon de force. La zone hachurée correspond a
la région de la barre qui est comprimée. (b) Réponse d’une rangée de billes en contact a un
échelon de force.

L’expression analytique d’une telle vitesse est obtenue par analogie avec le calcul de la
vitesse de propagation d’une onde longitudinale dans une barre solide, infiniment longue,
soumise & un échelon de vitesse®.

A t = 0, appliquons une force de compression F’ a l'extrémité gauche d’une barre, de
section transverse .5, constituée d’un matériau de masse volumique p; et de module d’Young
Iy (voir la Fig. (111-34a)). Une onde de compression commencera alors a se propager a travers
la barre avec une vitesse ¢;. A un instant ¢ > 0, 'onde aura parcouru une distance L = ¢t
tandis que le point d’application de la force aura parcouru une distance AL = v,t ol vy, est
la vitesse des « particules » dans la région comprimée de la barre (zone hachurée de la Fig.

(I11-34a)). La conservation de la quantité de mouvement permet d’écrire
Ft = pSetvip,, (111.25)

ou le terme de gauche de I’'Eq. (I11.25) représente I'impulsion injectée, au temps ¢, tandis que
le terme de droite correspond a 'impulsion recue par la barre, au méme instant, permettant
la mise en mouvement de la zone hachurée de masse pS¢jt. La loi de Hooke (voir I’'Eq. (1.1))

permet de relier la déformation relative de la barre” % a la contrainte % appliquée sur la

6. Le calcul permettant d’obtenir I’expression analytique de la vitesse des ondes longitudinales dans une
barre uniforme a été développé pour la premitre fois par Babinet ; voir les pages 493-494 de la Ref. [15].
7. Dans la loi de Hooke, la déformation relative est ﬁ, mais on suppose AL < L.
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barre selon

AL 1 F

En utilisant les Eqs. (111.25), (I11.26) et les expressions de AL et L, la vitesse ¢; des ondes

longitudinales dans la barre s’écrit alors
E
o= =2 (I11.27)
P

On retrouve bien le résultat classique pour la vitesse de propagation des ondes longitudinales
dans un barreau.

En reprenant ce raisonnement dans le cas d’une rangée de billes, I’expression de la vitesse
de I'onde de déformation de la chaine peut étre obtenue analytiquement a partir des équations
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de la loi d’interaction entre deux
billes.

At =0, appliquons une force de compression F' a 'extrémité gauche d’une chaine de billes
en contact, chacune de rayon R et de masse volumique p; (voir la Fig. (11I-34b)). Une onde de
compression commencera alors a se propager a travers la chaine avec une vitesse v. Apres un
instant ¢t > 0, ’'onde aura parcouru une distance L = vt tandis que le point d’application de la
force aura parcouru une distance AL = v;,,T ol v, est la vitesse des billes en mouvement.
Le nombre Ny de bille en mouvement, & I'instant ¢, est® alors

vt
= —. I11.28
=57 (I1.28)
La conservation de la quantité de mouvement, au méme instant, implique que
Ft= mevimp, (111.29)

ou le terme de gauche de I’Eq. (I11.29) représente I'impulsion injectée dans le systéme tandis
que le terme de droite correspond a l'impulsion totale présente dans la chaine de billes,
chacune de masse m = %ﬂ'psRS. Utilisons la loi d’interaction non linéaire de Hertz qui relie
l'interpénétration § entre deux billes et la force qui les comprime F' selon I’'Eq. (1.19). Au
temps ¢, le point d’application de la force aura parcouru une distance? AL = N8 = vppt.
En reportant I’Eq. (1.19) dans ’expression de AL, on obtient alors

t F 2/3
" (E) S— (I11.30)

ot k est le ceefficient de la loi de Hertz pour un contact sphere—sphere (voir ’'Eq. (1.20)).
En reportant la valeur de F' déduite de I’Eq. (111.30) dans I’Eq. (I11.29), et en utilisant 1’Eq.
(1.20) et ’Eq. (I11.28), la vitesse v de I'onde de déformation a l'intérieur de la chaine de billes
est

2/5
2L, )] 1/ (111.31)

o= [mtem]

8. En pratique, comme une chaine de billes est dispersive (voir le § (II1.8)), le front de I'onde de déformation
change de forme au cours de sa propagation a travers la chaine, ce qui est contraire a I’hypothése conduisant
a I'Eq. (II1.28).

9.1l y a en réalité Ny — 1 contacts et ainsi AL = (Ny — 1)§, mais on suppose Ny > 1.
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En reportant I’'Eq. (1.20) dans I'Eq. (I111.31), 'Eq. (I11.31) a alors la méme expression que
I’Eq. (I11.18) trouvée numériquement et les ccefficients numériques de ces deux équations sont
identiques.

De plus, la seule différence avec la barre homogene est ’utilisation d’une interaction non
linéaire (loi de Hertz) entre les billes tandis que la loi linéaire Hooke décrit le comportement de
la barre. En conséquence, la vitesse de I’onde de déformation v dépend de la vitesse d’'impact
Vimp pour le cas non linéaire tandis que pour la barre, la vitesse ¢; des ondes longitudinales
est indépendant de v;,),.

En reportant I'Eq. (I11.31) dans I'Eq. (I11.6) avec T, = Tj, le temps T, mis pour que le
transfert d’impulsion d’une bille a une autre fasse un aller retour dans une bille est alors

1—v? 2/5 ~1/5
T, = (167r,05 . ) R, - (111.32)
En reportant I’'Eq. (1.20) dans I’'Eq. (I11.32), I’'Eq. (111.32) a alors la méme expression que I’Eq.
(I11.19) trouvée numériquement et que les coefficients numérique de ces deux équations sont
identiques. En utilisant les caractéristiques de I’acier inoxydable pour Fy, v et p, (cf. tableau
de la page 16) et I'Eq. (I11.31), la vitesse de I'onde de déformation est calculée pour trois
valeurs de la vitesse d'impact v;,,,, = 0,191; 0,246 et 0,316 m /s correspondant respectivement
a trois hauteurs de chute h = 1,9; 3,1 et 5,1 mm. Ces résultats sont regroupés dans le Tab.
(I11.1) et sont en bon accord avec les vitesses mesurées expérimentalement au § (I11.3.3) et
celles déduites des simulations du § (I11.6.5).

I11.8 Mécanisme de D’effet de détachement

Considérons une colonne unidimensionnelle de N billes identiques toutes séparées les unes
des autres d’une distance dg et possédant chacune une vitesse v} = Uimp le long de leur
axe commun. Laissons cette colonne entrer en contact avec le sol et négligeons les effets de la
gravité au cours de l'interaction. Apres la collision, les billes s’éloignent du sol avec une vitesse
vf. Luding et al. [67, 80, 81] ont étudié numériquement ce probléeme (voir aussi la Ref. [66]
pour une rapide description), & 'aide de simulations de dynamique moléculaire, en utilisant
une loi d’interaction linéaire ou non linéaire dissipative entre chacune des billes en contact.
Ils mesurent le ccefficient de restitution effectif ¢.,; de la colonne entiere qui est défini comme

M=
3

o
Il
—

(I11.33)

M=
S

o
Il
—

lls montrent que ¢.,; dépend du rapport to/7n, ol tg = do/vimp est le temps nécessaire a
une bille pour rattraper sa suivante quand cette derniére est brusquement arrétée (e.g. par
Iimpact sur le sol) et 7y le temps que dure la colision de la colonne de N billes avec le sol.
Dans le cas ou to/7y > 1/N, la collision entre la colonne et le sol conduit & un tres grand
nombre de collisions binaires entre les billes. Le coefficient de restitution effectif €.,; est ainsi
considérablement plus petit que le ceefficient de restitution pour un impact binaire. D’un autre
coté, dans le cas ol tg /7y < 1/N, la collision entre la colonne et le sol conduit a ce que toutes
les billes soient en contact mutuel au méme instant. Ainsi, les billes intéragissent avec le sol
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comme une chaine d’oscillateurs couplés amortis plutét que comme N billes distinctes. Dans
ce cas, le ceefficient de restitution effectif €.,; est alors proche de 1, et les billes se détachent
les unes des autres avec des distances inter—billes tres variables : ce phénomene a été appelé
« Ieffet de détachement » [67], mais n’a pas de réelle interprétation.

Dans notre probleme do = 0 m puisque toute les billes sont en contact lors de la chute de
la colonne et nous retrouvons 'effet de détachement annoncé par Luding et al. . En effet, nous
avons montré expérimentalement au § (111.3.5) et de maniére indirecte, que les billes ne restent
pas en contact les unes avec les autres apres la collision de la colonne avec le sol. De plus,
nous avons montré numériquement aux § (111.6.1) et (111.6.6), qu’apres le cycle de compression
entre la colonne et le sol, deux types de détachement des billes peuvent intervenir selon que le
nombre de billes dans la colonne est plus grand ou plus petit qu'un certain nombre critique.
Dans les deux cas, les billes se détachent les unes des autres avec des distances inter—billes
tres variables (voir la Fig. (111-19)) et des vitesses tres différentes (voir les Figs. (111-20) et
(111-26)).

Cet effet est essentiellement dii aux propriétés élastiques du matériau constituant les billes
puisque les simulations [67] pour dy = 0, dans la limite d’une intéraction de spheres dures
(c.-a~d. un temps de collision nulle), montre que cet effet disparait pratiquement (c.-a-d. que la
distance entre chaque bille est constante et est tres petite par rapport a celle trouvée pour des
interactions de spheres molles, comme le montre les Figs. (1a) et (1d) de la Ref. [67]). De plus,
pour un modele d’interaction linéaire dissipatif avec dy = 0, ces auteurs ont montré que ’effet
de détachement était le résultat d’'un modele dépendant des propriétés dissipatives. En effet,
il semble raisonnable qu’une colonne de billes en acier doit se détacher plus qu’une colonne
de billes en aluminium (c.-a-d. que la collision de ’ensemble de la colonne de billes en acier
est moins dissipative que celle en aluminium) puisque une collision binaire entre billes d’acier
est faiblement dissipative alors que celle entre billes d’aluminium est fortement dissipative.
Cependant, la dissipation n’est pas la cause de cet effet puisque le modele d’interaction non
linéaire de Hertz, présenté dans aux § (I11.5) et (111.6), qui est non dissipatif, montre 'effet de
détachement des billes de la colonne. La cause du détachement provient de la redistribution
d’énergie a l'intérieur du systeme lors de la collision. Cette redistribution a lieu parce que la
propagation de I’énergie a travers la colonne de billes est dispersive.

Pour comprendre cela, considérons maintenant le cas d’une chaine horizontale de N billes
élastiques toutes identiques, chacune suspendue par 'intermédiaire de deux fils, qui est sou-
mise a I'impact de n billes incidentes. Au cours de la collision, ’énergie des billes impactantes
est distribuée dans toute la chaine, cette derniere étant faiblement dispersive. Les transferts
d’énergie et de quantité de mouvement a l'intérieur de la chaine sont dits dispersifs dans le
sens oll, a la fin de la collision, chaque bille possede une fraction de I’énergie des billes im-
pactantes. Ainsi, a la fin de la collision, les N — n billes, considérées générallement comme
étant au repos et en contact mutuel (voir le § (I11.1)), sont en mouvement et sont séparées de
leurs voisines par une petite distance. Au contraire, le systeme est non dispersif (ou encore
appelé dispersion—free [21] ou perfect transmission [73]), si la perturbation engendrée lors de
I'impact se propage, a travers la chaine, sans changer de forme et transfert alors son énergie
et sa quantité de mouvement aux n billes a I'autre extrémité de la chaine. Générallement, un
systeme possédant la propriété de transmission parfaite est une chaine de billes de natures
différentes, c.-a-d. différentes masses interagissant par l'intermédiaire de ressorts, soit tous
linéaires ou non linéaires mais de raideurs différentes [21, 73]. Pour une interaction linéaire
(la loi de Hooke), Reinsch [73] obtient la solution générale (c.-a-d. les masses de chaque bille et
les raideurs de chaque ressort) pour avoir une chaine de billes non dispersive quels que soient
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N et n. Dans la limite continue, cette chaine de transmission parfaite conduit a une équation
d’onde non dispersive. Pour une interaction non linéaire (loi de Hertz), les simulations numé-
riques pour N =3, n = 1[73] et N =4, n = 1 [21] montrent que, pour des billes identiques, la
chaine est dispersive. Cependant, pour une interaction hertzienne avec des billes différentes,
la propriété de transmission parfaite peut étre obtenue [73]. Par conséquent, 'expérience tres
connue que l'on retrouve dans le commerce avec n = 1 et N ~ 5 billes identiques est une
chaine dispersive, les billes en interactions étant bien décrites par la loi de Hertz [21]. Ainsi,
apres la premiere collision, seule la bille a 'autre extrémité de la chaine s’envole au loin, les
autres étant maintenant légerement séparées de leurs voisines. C’est la raison pour laquelle,
dans toutes les séries de collisions suivantes, la chaine est alors non dispersive puisque seules
des collisions binaires sont mises en jeu. Cette interprétation est initiallement due a Herrmann
et al. [21].

Revenons maintenant & notre probleme en négligeant les effets dissipatifs. C’est le méme
probleme que celui ci—dessus avec n = 1, IV billes identiques élastiques et des interactions
réalistes entres elles, c.-a-d. via la loi de Hertz. Par conséquent, le cas non dispersif pour la
colonne (c.-a-d. pas d’effet de détachement des billes) ne peut arriver, quel que soit la valeur
de N. De plus, Luding et al. [67, 80, 81] ont remarqué que cet effet de détachement est plus
faible dans le cas d’une interaction non linéaire (loi de Hertz) que dans le cas d’une interaction
linéaire (loi de Hooke). Ceci est raisonnable puisque une chaine de billes identiques en inter-
action de Hertz est, par nature, moins dispersive que celle en interaction de Hooke [21, 73].
Ainsi, il semble normal que, dans la limite d’une interaction de spheres dures donc fortement
non linéaire, I'effet de détachement disparaisse pratiquement puisque le systeme devient alors
non dispersif. Lors de la collision d’une colonne de billes avec le sol, I'importance de la faible
dispersion d’énergie a l'intérieur de la colonne de billes en interaction de Hertz est donc re-
ponsable de la redistribution d’énergie dans toute la colonne et de ’effet de détachement. Par
conséquent, ce mécanisme est non dissipatif, mais peut bien évidemment dépendre, pour une
colonne réelle, des propriétés dissipatives.

Enfin, une autre expérience tres simple devrait permettre de se convaincre de 'importance
de la dispersion de ’energie dans une chaine de billes par rapport a la dissipation d’énergie:
si 'on lache une petite bille sur un plan tres massif, son rebond sera de 'ordre de sa hauteur
initiale, montrant ainsi que le ccefficient de restitution est proche de I'unité; alors que si I’'on
lache la méme bille sur une colonne de billes identiques, elle s’arrétera net et ne rebondira pas
du tout. Cette différence frappante de comportement collectif provient de la redistribution
de I’énergie incidente a l'intérieur du systeme. La dispersion d’énergie est par conséquent un
phénomene d’une importance majeure.

ITI1.9 Conclusion

L’étude expérimentale de la collision d’une colonne de IV billes avec un mur stationnaire
a été présentée dans ce chapitre. Dans le cas d’un mur rigide et a hauteur de chute fixée,
nous avons montré que la force maximale ressentie par le mur est indépendante du nombre de
billes. Nous avons aussi mesuré, en fonction de NV, la durée de collision, la vitesse de 'onde de
déformation et un ceefficient de restitution effectif de la colonne. De plus, nous avons souligné
que lindépendance de la force maximale avec N est reliée a la propagation de 'onde de
déformation a travers la colonne et dépend de la rigidité du mur. En outre, nous sommes
capable de définir de facon précise le mot « rigidité ». Une expression analytique de la vitesse
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de telles ondes a été obtenue et est en accord avec les résultats expérimentaux.

Un modele numérique non dissipatif, fondé sur ’'interaction non linéaire de Hertz, donne
des résultats en tres bon accord avec ’expérience. De plus, numériquement, nous avons mon-
tré qu’apres la phase de compression entre la colonne et le mur, les billes se séparent les
unes des autres avec des vitesses et des distances inter-billes tres différentes. Deux sortes de
détachements des billes de la colonne ont alors été observé numériquement : un en dessous du
nombre critique N = 5 et un pour N > 5. Pour N > 5, les billes du haut de la colonne se
détachent les unes apres les autres de la colonne avec une vitesse plus grande que leur vitesse
initiale. Les billes du bas rebondissent alors, vers le haut, en bloc avec une vitesse inférieure
a leur vitesse initiale.

Une interprétation de 'effet de détachement des billes a alors été donnée. En effet, nous
avons souligné que cet effet de détachement provient de la redistribution d’énergie a I'intérieur
du systeme au cours de la collision, et non pas a cause d’effets dissipatifs. Cette redistribution
a lieu car la propagation de ’énergie a travers la colonne est dispersive.

Notre travail montre de plus que la collision de N billes inélastiques avec un mur station-
naire (c.-a-d. pas d’énergie injectée au cours de la collision) est régie par deux mécanismes
fondamentaux : la dispersion dénergie a travers toute la colonne et la dissipation dénergie lors
de la collision inélastique. Le role de la dispersion dénergie est de redistribuer I’énergie, au
cours de la collision, a l'intérieur de tout le systeme. Cette redistribution dépend essentielle-
ment de la nature intrinséque de la loi d’interaction entre deux billes (c.-a-d. la loi de Hertz
pour des interactions réalistes). La dispersion d’énergie a travers le systéme conduit alors a
I’effet de détachement des billes de la colonne et a une distance typique de séparation entre
chaque bille. Nous avons vu numériquement que cette distance typique augmente avec N.
D’un autre coté, puisque de I’énergie est toujours perdue lors de la collision, la dissipation
tend a réduire cette distance typique de séparation entre chaque bille. La dissipation et la
dispersion sont par conséquent deux effets antagonistes. De plus, I’énergie dissipée augmente
avec N (voir la Fig. (I1I-12)). Par conséquent, si les effets dissipatifs compensent les effets
dispersifs, c.-a~-d. pour N grand, nous pensons que la colonne ne rebondira pas.

Finallement, ces mécanismes ne sont pas spécifiques aux expériences unidimensionnelles
et doivent étre tres important pour les expériences plus réalistes a deux ou trois dimensions :
leffet purement dispersif (c.-a-d. I’effet de détachement des billes) est probablement un mé-
canisme précurseur de la fluidisation des milieux granulaires vibrés [11, 12] tandis que la
prépondérance des effets dissipatifs peut conduire & la phase condensée (ou dite « en amas »)
des milieux granulaires vibrés [12, 67].
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Chapitre IV

Propagation d’ondes solitaires dans
une chaine de billes en contact de
Hertz
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IV.1 Introduction

L’étude de la propagation d’ondes dans les milieux granulaires est un domaine tres vaste,
tant au niveau industriel, mécanique que géophysique. Par exemple, les ondes acoustiques sont
généralement utilisées pour réaliser des tests non destructifs et sont parfois le seul moyen ex-
périmental pour accéder a certaines informations géophysiques. Le comportement acoustique
des milieux granulaires s’est alors développé expérimentalement [82, 83] et théoriquement [84],
depuis fort longtemps.

La propagation d’excitations dans un milieu granulaire dépend de nombreux parametres:
la forme des grains®, la nature du contact entre chaque grains, la géométrie du réseau des
contacts? ainsi que la dimensionalité du systéme étudié. Cette diversité rend le probleme com-
plexe et de nombreuses questions restent encore ouvertes (voir la Ref. [86] pour un résumé
récent). Les premieéres études expérimentales concernérent la propagation d’ondes sismiques
dans des matériaux soumis & de tres hautes pressions [87, 88, 89], matériaux a lintérieur
desquels tous ces parametres agissent simultanément. Plus récemment, des travaux expéri-
mentaux [90, 91, 92], numériques [93] et théoriques [94] ont tenté de dissocier ces effets. Ces
études se sont focalisées sur 'importance des effets géométriques diis au désordre des contacts
entre grains, lors de la propagation du son dans le sable. Dans ce chapitre, nous nous intéres-
serons plus particulierement aux effets diis a la nature du contact entre chaque grains et aux
comportements non linéaires et dispersifs qui lui sont associés.

La loi d’intéraction entre deux spheres adjacentes est une solution exacte de I’élasticité
linéaire, connue sous le nom de loi de Hertz (voir le Chap. I). A cause d’un effet purement
géométrique, la relation entre la force statique, Fg, appliquée sur les spheres et la distance
de rapprochement, ég, de leurs centres est non linéaire: Fy ~ 63/2. En conséquence, la vitesse
des ondes linéaires (les ondes sonores) dans les systémes unidimensionels évolue alors comme

FOI/G. Ce résultat classique a été observé expérimentalement depuis longtemps [82, 83], mais ne
semble pas étre valable pour des systemes de dimensions plus élevées du fait de ’intervention
des effets géométriques du réseau des contacts [86]. Pour s’affranchir de ce probléme, nous
devons nous limiter a I’étude d’un systeme ordonné unidimensionel comme une chaine de billes
élastiques identiques. Cette configuration permet alors de « sonder » le régime non linéaire
du systeme.

Le comportement non linéaire d’une chaine de billes a été, tout d’abord, analysé nu-
mériquement, pour différentes lois d’interaction non linéaire, afin d’étudier la propagation
« d’ondes de choc? » & Iintérieur de la chaine [95, 96, 97]. Nesterenko [76] a ensuite été le
premier a donné une solution analytique a ce probleme pour la loi d’interaction de Hertz. 1l a
mis en évidence le fait que les ondes de fortes compressions, c.-a~-d. avec une amplitude beau-
coup plus grande que celle de la force statique Fp, peuvent se propager, a travers la chaine, a
la maniere d’ondes solitaires localisées*. Quelques temps plus tard, une preuve expérimentale
de l'existence de ces ondes a été fournie par Lazaridi et Nesterenko [77, 99, 100]. Un probleme

1. Appelé encore, dans la Ref. [85], le « désordre géométrique ».

2. Appelé encore, dans la Ref. [85], le « désordre de contact ».

3. Contrairement aux solitons qui sont issus d’un équilibre entre les effets non linéaires et dispersifs, les
ondes de choc proviennent de I’effet combiné des non linéarités et de la diffusion. La vitesse de I'onde de choc
dépend de son état final et initial, mais pas du front d’onde reliant ces deux états.

4. Une onde solitaire est une onde non linéaire localisée spatialement se propageant sans déformation,
au cours du temps, avec une vitesse constante. Un soliton est une onde solitaire qui posséde la propriété
supplémentaire de rester inchangée apres la collision avec une autre onde solitaire (voir la Ref. [98]).
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fortement corrélé, bien que différent, concerne la propagation d’ondes a 'intérieur d’une co-
lonne de billes soumises & la gravité (voir le Chap. III, 'annexe D et les Ref. [101, 102]),
qui est crucial pour la compréhension de la dynamique de ’ensemble de la colonne apres un
impact. Soulignons, enfin, que les travaux théoriques de Nesterenko [76] ont été étendus a
la propagation d’ondes de compression non linéaire dans les milieux 1-D consistués de deux
types de spheres alternées [103, 104] ainsi qu’a la propagation d’onde de cisaillement non
linéaire [104, 105].

Dans ce chapitre, nous présentons des expériences quantitatives sur la propagation d’ondes
non linéaires dans une chaine de billes élastiques identiques. La forme et la vitesse de ces
ondes, ainsi obtenues, peuvent alors étre comparées aux prévisions théoriques de la Ref.
[76]. L’observation d’impulsions non linéaires localisées ainsi qu’une analyse détaillée, dans
laquelle aucun parametre ajustable intervient, permet d’identifier ces excitations avec les
ondes solitaires décrites par Nesterenko [76]. En outre, notre dispositif expérimental permet,
pour différentes forces statiques appliquées, une étude systématique de ces ondes sur une
gamme d’amplitude tres étendue. Par comparaison, dans les travaux expérimentaux décrits
dans les Ref. [77, 99], 'amplitude de I'onde ne peut pas varier et seules des mesures indirectes
de vitesse sont effectuées.

Au § (IV.2), nous présenterons le probleme ainsi que I’équation non dissipative décrivant
la dynamique de la chaine. En outre, nous insisterons sur les hypothéses nécessaires a son
obtention. Les diverses limites de cette équation seront exposées au § (IV.3), afin de savoir si
elles ont un possible intérét expérimental. Le § (1V.4) sera alors consacré a la description du
dispositif expérimental. Le comportement du systéeme dans le régime linéaire sera développé
au § (IV.5). A Dintérieur de ce dernier, on linéarisera les équations tout en gardant leurs
natures discretes (voir le § (IV.5.1)) et on présentera les résultats expérimentaux obtenus
(voir le § (IV.5.2)). L’accord entre la théorie et I'expérience permettra de retrouver les résul-
tats classiques [82, 83] et consistera surtout en un test de notre dispositif expérimental. Au §
(IV.6), nous aborderons le régime fortement non linéaire des équations du probleme. L.’analyse
théorique de Nesterenko [76] sera alors résumée, au § (IV.6.1), par souci de clarté et de réfé-
rences ultérieures a certaines de ses équations. De plus, les passages « obscurs » de son article
seront développés en détail, de méme que certaines conclusions qui n’apparaissent pas dans la
Ref. [76]. L’extension de cette analyse théorique & une méthodologie de mesure sera exposée
au § (IV.6.2) tandis que les résultats expérimentaux en régime fortement non linéaire seront
décrits au § (IV.7). Nous présenterons, au § (IV.7.1), la forme expérimentale des excitations
non linéaires pour une chaine soumise a une force statique modérée (29,4 et 167 N). Nous
exposerons, au (IV.7.2), la mesure de la vitesse de propagation des excitations non linéaires
pour une chaine soumise a trois valeurs différentes de la force statique (9,8; 29,4 et 167 N).
Si cette vitesse (respectivement I’amplitude maximale de 'excitation) est adimensionnée par
la vitesse du son des ondes linéaires (respectivement la force statique appliquée), nous verrons
que toutes les mesures de vitesse se répartissent sur une courbe unique. Le § (IV.7.3) sera
consacré au comportement de la chaine en ’absence de force statique, puisque, dans ce cas
la, les expressions théoriques deviennent quelque peu singulieres. Enfin, au § (IV.7.4), nous
comparerons nos résultats avec ceux obtenus antérieurement dans les Ref. [77, 99, 100] tandis
que les conclusions de cette étude seront données au § (1V.8)
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IV.2 Mise en place du probleme

Considérons une chaine horizontale de N billes identiques, de rayon R, en contact les
unes avec les autres et soumises a une force statique de compression Fy. Ce dispositif est
représenté schématiquement sur la Fig. (IV-1). On ne tiendra pas compte dans toute la suite
d’un possible effet de rotation des billes ou de flambement de la chaine de billes.

| |
| |

X
X0; %0,

FiG. IV-1 — Schéma du dispositif de compression statique : le centre de chaque bille ¢ se trouve
dans sa position d’équilibre sous compression zg,.

Nous avons vu au Chap. I, que lorsque deux spheres élastiques identiques, de rayon R,
sont en contact et sont soumises a une force statique normale Fy, la distance d’approche ég
de leurs centres s’écrit, d’apres les Eqgs. (1.19) et (1.20),

R\ *? V2R E,
bg = , avec k=

k 3 1—1/52;

- (IV.1)

FE; et vy étant respectivement le module d’Young et le ceefficient de Poisson du matériau
constituant les spheres. Cette solution, appelée la loi de Hertz, est un résultat exact de [’élas-
tostatique linéaire et la relation non linéaire entre dg et Fg est un effet uniquement géométrique
(voir le Chap. 1).

Cette solution quasi-statique reste valable, dans le cas d’un probleme dynamique, lorsque
la force F, ainsi que la distance d’approche ¢, sont des fonctions lentement variable du temps.
Ces variations sont considérées comme lentes si tous les temps caractéristiques intervenant au
cours du mouvement sont beaucoup plus grands que le temps nécessaire aux ondes acoustiques
longitudinales pour traverser un diameétre de la sphere (voir le § (1.3.2)). Pour des billes en acier
inoxydable, de 8 mm de diametre, qui seront utilisées dans nos expériences, cette condition
est vérifiée si tous les temps caractéristiques sont beaucoup plus grands que 2 ps, ou toutes
les fréquences beaucoup plus petites que 500 kH =z (voir 'annexe A). Tel sera le cas, comme
nous le verrons sur les Figs. (IV-14) a (IV-16) et (IV-21) & (IV-23).

Par ailleurs, la solution de Hertz décrit un contact entre solides parfaitement élastiques.
Cette limite élastique impose que la pression maximale lors du contact reste strictement
inférieure a la pression limite de déformation plastique du matériau constituant les solides
entrant en contact (voir le § (1.3.2)). Dans le cas de deux spheéres en acier sous compression
statique Fp, cette limite est dépassée® pour Fy > 330 N. Dans nos expériences, la force
statique appliquée a la chaine sera inférieure & 170 N. Dans le cas dynamique, pour un
impact entre deux spheres en acier, cette limite est dépassée pour des vitesses d’impact de
lordre de 0,3 m/s [20, 22]. Lors de I’étude du régime fortement non linéaire du § (IV.7), la
vitesse maximale de la bille impactante sera environ de 0,5 m/s (voir le § (IV.4)). Le choc sera

5. La limite completement plastique est atteinte lorsque la pression maximale au centre du disque de contact
(¢f. TEq. (1.22)) est supérieure a 3Y ou Y est la pression limite d’élasticité du matériau constituant les billes
(Y = 1000 N/mm? pour I’acier) [20].
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donc élastique-plastique (voir le § (1.4.4)). Cependant, la loi de Hertz reste encore valide si le
volume de la région ou a lieu la déformation plastique est assez petit devant le volume qui est
déformé élastiquement lors de 'impact ; en pratique cela correspond a des vitesses d’impact de
I’ordre de huit fois la vitesse critique requise pour observer un début d’indentation plastique
[22].

En outre, les travaux de Hertz (voir le Chap. I) montrent que lorsqu’une bille subit une
compression, la pression est beaucoup plus importante dans le voisinage immédiat de la région
de contact que dans tout le reste de la bille (voir aussi la Ref. [43]). On peut alors considérer
la bille comme constituée d’une partie déformable, agissant comme un ressort non linéaire
dans ce voisinage, et d’une partie indéformable dans pratiquement tout le corps de la bille.
Par conséquent, il est légitime de modéliser une chaine de billes indentiques en contact par
une chaine de masses ponctuelles de masse m = 47 p, R?/3, ps étant la densité de chaque bille,
chacune interagissant avec ses plus proches voisines par la loi de Hertz, c.-a-d. reliées par des
ressorts non linéaires satisfaisant

k(bg + 2; — ; 3/2 i T; — Tiaq > —6
o +1) o Vi>1, (IV.2)

0 sinon
¢ et la i + 197° masse, z; est le déplacement du
centre de la i¥™¢ bille par rapport & sa position d’équilibre sous compression xo. et ¢y I'inter-
pénétration initiale due a la force statique Fp, donnée par I’Eq. (IV.1). Avec la convention de
signe pour le déplacement z; (voir la Fig. (IV-2b)), la i*”¢ masse interagit avec la i + 1°7¢,
via la loi de Hertz, si 2,11 — 2; > —6y (voir la Fig. (IV-2a)) tandis qu’elles se détachent ['une
de lautre si x;49 — 2; < —dg.

En ne tenant pas compte d’éventuels effets dissipatifs® et en utilisant d’une part les forces
d’interaction, données par I'Eq. (IV.2), ainsi que leurs sens (voir la Fig. IV-2b)), la dynamique

F; étant la force d’interaction entre la i¢™

de la chaine, a suffisamment basse fréquence, est alors décrite par le systeme d’équations
différentielles non linéaires couplées

d?z; k .
— = | (b0 — (xi - 2ii1 )% = (60 — (wig1 — 20))?/? V2<i<N-1, (IV.3)

ou t représente la variable temporelle. La validité des approximations conduisant a I’Eq.
(IV.3) sera vérifiée a posteriori expérimentalement. En effet, dans le cas d’excitations de
faible amplitude, les effets plastiques n’ont pas lieu d’étre et le comportement de la chaine
est treés bien décrit par le modele non dissipatif d’Eq. (IV.3) (voir le § (IV.5)). Dans le régime
fortement non linéaire, c.-a-d. pour des excitations de grande amplitude, il y a un tres bon
accord entre les résultats expérimentaux du § (IV.7) et la théorie du § (IV.6), qui ne tient pas
compte d’éventuels phénomenes dissipatifs.

Dans les Eqgs. (IV.3), il est supposé que la distance entre les centres de deux particules
voisines n’excede pas 2R, c-a-d. x;41 — ¥; > —do. La quantité |z; — z;,_1| dans I'Eq. (IV.3)
correspond A linterpénétration, entre la i — 1°™¢ et la i masse, due & la force dynamique
F(t) tandis que 8y correspond a l'interpénétration, entre ces mémes billes, sous I'action de
la compression statique Fy. Le rapport entre ces deux quantités et leur importance relative
par rapport & 'unité permet de se placer dans le cas ou les effets dynamiques priment par

6. Une des causes de dissipation peut provenir du comportement viscoélastique du matériau constituant les
billes (voir le § (1.4.3) et la Ref. [34]), mais cet effet est probablement trés petit pour des billes en acier.
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rapport aux effets statiques. Ce cas constitue la limite fortement non linéaire des Eqs. (IV.3).
Le cas inverse, c.-a~d. |#; — x;,_1|/6p < 1, correspond & la limite faiblement non linéaire
ou completement linéaire selon que, respectivement, 'on garde ou non les termes d’ordre
supérieur en puissance de |z; — 2;_1|/8p dans le développement du membre de droite des Egs.

(IV.3).

H-1

X0 X0is1

Sens de Sens de
I'interaction l'interaction
ifi-1 ifi+l

O30

Sens positif des
déplacements x;

\

Fia. IV-2 — Représentation schématique du modéle : (a) interaction entre la i™¢ et la i+1°"¢
masse : sous effet de la force statique Fy, les centres des spheres se rapprochent d’une distance
bo et se trouvent alors dans leurs positions d’équilibre xo, et xg,,, ; sous laction d’une force
dynamique F'(t), les centres des sphéres se déplacent d’une distance x; par rapport a o, ; (b)
directions des forces d’interaction entre la i€ et la 1+ 1°™° masse et entre la i — 15™¢ et la

seme
1 .

IV.3 Diverses limites de I’équation décrivant la chaine de billes

Le systeme d’équations (IV.3) n’est pas intégrable, c.-a-d. qu’il n’est pas possible de
prendre en compte analytiquement a la fois les effets non linéaires et le caractere discret
du réseau. Lorsqu’on linéarise completement le probleme, comme au § (IV.5), on peut garder
totalement la nature discréte du systéeme. Au § (IV.6), on abordera la limite fortement non
linéaire |x; — x;_1|/6o > 1, mais dans une approximation continue. Tous les autres cas « in-
termédiaires » sont discutés rapidement ci—dessous afin de savoir s’ils ont un possible intérét
expérimental.

La limite faiblement non linéaire des Eqgs. (IV.3), tout en gardant complétement le carac-
tere discret du réseau, s’écrit alors

d*v; . - n n
o = K(win +wio = 200) - Y Knl(wi—2i)" = (wipr — 2)"] (TV.4)
n=2
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ot 2 < i < N —1, n est entier et K, ~ (kég/z_n)/m > 0,V n > 1. Cette équation se
rencontre habituellement dans les problemes du type Fermi-Pasta—Ulam ” [106, 107]. Ce type
d’équation a beaucoup été étudié numériquement lorsque 'on tronque, jusqu’a une certaine
valeur de n, la somme dans les Eqs. (IV.4). Jusqu’a n = 2, cette équation permet d’étudier la
propagation d’ondes de choc dans les réseaux [106, 108, 109], la limite continue se ramenant
[76] alors a une équation du type Korteweg—de—Vries dont les propriétés sont bien connues
[110]. Jusqu’a n = 3 pour K3 = 0 et K5 < 0, des travaux théoriques [111] et numériques [112]
montrent ’existence d’excitations non linéaires (ENL), spatialement localisées®, intrinseques
au réseau. De tels modes localisés persistent lorsque Ko # 0 [113, 114].

Pour notre probleme, le fait que K3 soit positif ne permet pas d’obtenir des solutions ENL.
Cependant, il est possible de prendre en compte les effets faiblement non linéaires au 3¢me
ordre en puissance de |z; — 2;,_1|/éyp < 1, c.-a-d. jusqu’a n = 3. En effet, en considérant des
excitations semi-discretes?, Flytzanis et al. [115] ont montré que I’amplitude du fondamental
obéit a I’équation de Schrodinger non linéaire (SNL). SNL est une équation aux dérivées par-
tielles, intégrable & une dimension, qui possede des solutions de type soliton (voir la définition
dans le § (IV.1)). L’évolution de telles solutions dans la limite fortement discrete '© est un sujet
de débat actuel [116, 117], d’autant plus que le systéme d’équations différentielles sous-jacent,
lui, n’est pas intégrable. La catégorie de solutions de SNL pour notre probleme est appelée
« soliton trou » ou « soliton noir'! » [118] en optique, car il correspond & un creux d’amplitude
dans 'onde porteuse, accompagné d’une variation de phase. Cependant, il semble difficile
d’obtenir expérimentalement de tels solitons car cela imposerait de construire un émetteur
qui devrait envoyer un signal de forte amplitude avec une modulation importante. La pre-
miere condition suppose que ’on soit a une résonance et la deuxieme que ’amortissement de
I’émetteur soit suflisant pour qu’un transitoire ne subisse pas de déformation. Ces propriétés
sont en un certain sens contradictoires et un bon compromis semble difficile a atteindre.

Enfin, terminons ce paragraphe en signalant quelle forme générale prend I’équation régis-
sant la dynamique de la chaine dans le cas ou aucune approximation n’est faite. En faisant
les changements de variables

k
wi(t) = ot — z4(t) et 0=t —, (IV.5)
m
les Eqgs. (IV.3) s’écrivent alors
d?u; » » .
462 = [uz - ui—l] - [ui-l-l - uz] avec p = 3/2 ) V2 <i<N-1 ) (IV6)
oll u; représente maintenant le déplacement absolu (ou total) du centre de la i®”¢ masse par

rapport a sa position qu’elle aurait si la chaine n’était soumise a aucune force statique. Les
Egs. (IV.6) ont été trouvées sans aucune approximation et constituent le systeme d’équations

7. Ces problémes concernent I’étude des propriétés dynamiques d’un réseau discret avec un potentiel d’in-
teraction entre plus proches voisins comprenant un terme harmonique et des termes anharmoniques.

8. Ces modes impliquent typiquement quelques sites du résean (~ 3) et peuvent posséder des fréquences
supérieures a la fréquence de coupure des phonons.

9. Le mouvement du centre de la :°™¢ masse résulte de la modulation lentement variable en espace et en
temps d’une phase discreéte, variant a I’échelle d’une maille du réseau.

10. Par exemple, pour un « soliton gris », les effets de discretisation sont atteints facilement car plus son
amplitude est grande, plus il est étroit.

11. Le soliton noir est un type de « solitons gris » dont ’amplitude est exactement nulle au centre du soliton.
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exactes de départ de notre probleme. Le membre de droite des Eqs. (IV.6) ne contient aucun
terme linéaire, ce qui est atypique des équations décrivant les systemes mécaniques. Cepen-
dant, de nombreuses situations aboutissent a ce type d’équation avec p entier: par exemple,

p = 3, pour un écoulement d’un mélange successif de liquide et de gaz!?

ne réagissant pas
chimiquement entre eux [119, 120] ou pour une chaine de masses, reliées par des ressorts
linéaires, ne pouvant se mouvoir que dans la direction transversale [120, 121]. En restant dans
le domaine discret spatialement, ces équations, avec p > 1 entier, peuvent se ramener au
probleme FPU (voir ci-dessus), tandis que pour un exposant p non entier, les Eqs. (IV.6) ne
sont pas intégrables. Bien évidemment, ce type d’équation se préte fort bien au passage a la

limite continue quelque soit p entier [122] ou non entier [123, 124].

IV.4 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est représenté sur la Fig. (IV-3). Le systéme étudié est une
chaine de 51 billes identiques en acier inoxydable!®  chacune de 8 mm de diametre et de
rugosité maximum 0,06 pm. La tolérance sur le diametre et la sphéricité de chaque bille est
respectivement +4 pum et £2 pm. Les propriétés physiques de ces billes se trouvent dans le
tableau p. 16. La chaine de billes est confinée & l'intérieur d’un bati en Teflon !4, matériau
possédant une densité élevée et un module d’Young faible (cf. le tableau p. 16). Ces deux
propriétés conduisent a ce que la vitesse du son a l'intérieur du Teflon soit tres inférieure
a la vitesse des ondes linéaires ou non linéaires observées expérimentalement'® au § (IV.5)
et (IV.7). L’observation des ondes se propageant a lintérieur de la chaine de billes n’est
donc pas perturbée par des ondes qui se propageraient plus rapidement a I'intérieur du bati.
Par ailleurs, les propriétés autolubrifiantes du Teflon permettent de diminuer une des causes
éventuelles de dissipation. Ce bati en Teflon est constitué de deux parties, chacune de 30 mm
de haut, 40 mm de large et 400 mm de long. La partie inférieure possede a sa surface une
gorge rectiligne de section carrée de 8 mm de coté qui contient les billes. La force statique Fy
est mesurée a ’aide d’un dynamometre FD117 dans la gamme 0-170 N avec une précision de
+2 N.

Trois capteurs de force dynamique Dytran 1050V3, de sensibilité 11,2 mV /N, sont main-
tenus, perpendiculairement & l’axe de la chaine & I’aplomb de la 6°™¢, 26°™¢ et 46" bille.
Ce dispositif permet de mesurer la vitesse de 'onde par temps de vol, mais ne donne pas
acces au profil de I'onde. En effet, chaque capteur est sensible & la déformation transverse!®
de la bille qui est reliée, de facon relativement compliquée, a la force exercée sur la bille par
ses deux voisines dans la direction de propagation de I'onde (voir la Ref. [125]). En outre,
chaque capteur n’est sensible qu’a des variations dynamiques. Le profil de I’onde est obtenu a
l’aide d’un quatrieme capteur de force dynamique Dytran 1050V4, de sensibilité 2,2 mV/N,
plagé a 'une des extrémités de la chaine paralellement a son axe. Dans cette configuration,
la force mesurée par ce capteur est reliée, d’une maniere assez simple, & 'onde de défor-
mation qui se propage le long de la chaine (voir I'Eq. (IV.36)). Tous les capteurs sont des

12. Le gaz étant prés du point critique thermodynamique.

13. Cet acier inoxydable AFNOR de norme Z 100 C 17 est un alliage constitué de 16 & 18% de chrome, plus
de 1% de manganeése, de silicium et de carbone et 0,4 & 0, 7% de molybdéne.

14. Le Teflon est le nom de marque du PTFE (PolyTétraFluoroEthyléne).

15. La vitesse de ces ondes est supérieure & 500 m/s tandis que la vitesse du son dans le Teflon est environ
de 430 m/s.

16. Perpendiculairement a la direction de propagation de ’onde.
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transducteurs piézoélectriques a amplificateur de charge intégré, nécessitant seulement une
alimentation électrique stabilisée. Comme le montre la Fig. (IV-3), les capteurs sont reliés
a un oscilloscope digital Tektronix TDS420, approprié pour ’observation d’impulsions non
répétitives. Les signaux issus des capteurs de force peuvent étre transférés sur un ordinateur
pour des analyses supplémentaires permettant par exemple de comparer le profil expérimental
de l'onde avec le profil théorique (voir le § (IV.7)).

Les trois capteurs perpendiculaires a ’axe de la chaine sont vissés a 'intérieur de supports
en laiton. Nous pouvons controler le couple de serrage a l'aide d’une clé dynamométrique
Facom R305DA '7. Le dernier capteur est centré sur I’axe de la chaine, sa surface de contact
étant normale a cet axe. Il est vissé & l'intérieur d’un cylindre massif de laiton de la méme
fagon que précédemment. En outre, ce cylindre en laiton est guidé le long de "axe de la chaine,
afin de permettre le déplacement du capteur de force, requis pour imposer la force statique. Le
dynamometre peut alors comprimer le cylindre afin d’exercer une force longitudinale Fy sur
la chaine. Cette pression n’est cependant pas permanente et peut étre interrompue si aucune
force statique n’est nécessaire. Ce dispositif, de méme que celui permettant le déplacement
de I’émetteur dans trois directions perpendiculaires, n’est pas représenté sur la Fig. (IV-3).

S
Oscillo g
scope

Ordinateur
peeoe
I
. . .
Ah.mentatlon
!
Capteur Clglpteur
F orce
F 0 . i _ F() Emetteur
22K X - &
vibrations
Teflon

FiG. IV-3 — Schéma du dispositif expérimental. L’échelle n’est pas respectée. Seulement deux
des capteurs placés perpendiculairement a la chaine ont été représentés. Deux appareils mé-
caniques, qui n'apparaissent pas sur ce schéma, permettent un déplacement de ’émetteur de
vibration dans trois directions perpendiculaires ainsi qu’un déplacement longitudinal (c.-a-d.
paralléle a Uaxe de la chaine) du dynamomeétre. Voir le corps du texte et la Fig. (IV-4) pour
la description des différents émetteurs utilisés.

17. La gamme d’utilisation de cette clé est de 5 a4 25 N X m et est graduée tous les 0,1 N x m.
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L’émetteur est constitué, en régime linéaire, par une céramique piézoélectrique!®, tandis
que nous avons construit un émetteur a impact pour obtenir des ondes de grandes amplitudes.
Les céramiques utilisées (P1 89 de Quartz et Silice) sont des plaques en titanate-zirconate
de plomb de 50 x 50 mm, d’épaisseur 13 mm et ont une fréquence de résonance de 150 kH z
environ. Afin d’envoyer dans la chaine de billes des ondes de compression de grande amplitude,
nous avons construit un émetteur & impact qui est schématisé sur la Fig. (IV-4). Une bille
placée a l'intérieur d’un cylindre en duralumin se déplace librement entre la premiere bille
de la chaine et un piston en duralumin solidaire d’un vibreur électromagnétique Briiel &
Kjeer 4809. L’alésage du cylindre a été soigneusement ajusté et un orifice a été percé dans le
cylindre pour évacuer ’air et ainsi réduire le frottement de ’air sur la bille, au cours de son
mouvement. Lorsque le piston oscille, la bille mobile entre en collision successivement avec le
piston et la premiere bille de la chaine. Lorsque la longueur {, que parcourt la bille mobile
entre deux collisions successives, est de quelques millimetres!® et la fréquence de vibration du
piston est comprise entre 70 et 110 Hz, il y a un accrochage entre le mouvement de la bille
et celui du piston: la bille mobile oscille indéfiniment entrant en collision avec la premiere
bille de la chaine a chaque période du vibreur. Pour d’autres conditions, les mouvements de
la bille sont en général désordonnés et chaotiques.

A
_>I

FQ» ;4_@ —> Vibreur
Teflon \+ Duralumin

|
_>
Al

(a) (b)

Fig. IV-4 - (a) Schéma de Iémetteur a impact. La bille impactante (voir le Tab. (1V.1) pour
ses caractéristiques) se déplace librement, a lintérieur d’un cylindre creuz en duralumin,
entre la premiére bille de la chaine et un piston animé d’un mouvement sinusoidal par un
vibreur électromagnétique. (b) Section transverse du cylindre le long du plan AA’ normal a
son axe. Ce dessin souligne la présence d’un orifice permettant une rapide évacuation d’air et
ainsi de réduire considérablement le frottement de Uair sur la bille. En régime permanent, cet
appareil envoie périodiqguement dans la chaine de billes des impulsions non linéaires quasiment
identiques avec une période correspondant a celle du mouvement du piston.

18. Découvert en 1880 sur le quartz, par les fréres Curie, 'effet piézoélectrique direct est la propriété que
présentent certains corps de se charger électriquement lorsqu’ils sont soumis a une contrainte mécanique.
Lippmann prévoit, en 1881, effet inverse: un champ électrique provoque une déformation mécanique du
matériau (dilatation ou contraction selon le sens du champ).

19.4 < ¢ €10 mm, pour une bille en carbure de tungsténe de 8 mm de diametre.
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Puisque la durée de collision est trés courte?’, typiquement 50 ps, une grande quantité
de mouvement peut étre transférée a la chaine de billes, jusqu’a 1200 N pour I"amplitude
maximale de l'onde (voir le § (IV.7)). En régime permanent, la période des collisions suc-
cessives est la méme que celle des oscillations du piston. Elle est beaucoup plus grande que
la durée d’une collision et que le temps mis par I'onde pour voyager jusqu’a 'autre extré-
mité de la chaine, qui ne dépasse pas 1 ms dans le cas le plus défavorable. L’onde est ainsi
completement amortie, entre deux impacts successifs, principalement a cause du tres faible
ceefficient de réflexion au début de la chaine?!. Par conséquent, deux impulsions consécutives
n’interagissent pas. La quantité de mouvement transférée au cours de I'impact croit avec I’am-
plitude des oscillations du piston, leur fréquence, la distance { parcourue par la bille mobile,
les ccefficients de restitution pour les deux impacts ressentis par la bille mobile et la densité
du matériau constituant cette derniere. Bien que strictement empirique, un choix judicieux
de ces parametres permet d’obtenir Pamplitude désirée de ’excitation que ’on voudrait faire
propager a l'intérieur de la chaine de billes. Dans la plupart des cas, la bille mobile utilisée
est une bille en carbure de tungstene, de 8 mm de diametre et de masse 4 g, possédant un
ceefficient de restitution élevé. Cependant, nous avons utilisé d’autre billes impactantes dont
leurs caractéristiques sont regroupées dans le Tab. (IV.1).

Matériau Diametre (mm) || Masse (g)
Carbure de tungstene 8 3,91
Carbure de tungstene 12 13,54

Bronze 8 2,33
Acier Inoxydable 8 2,05
Duralumin 8 0,71

TaB. IV.1 — Caractéristiques des différentes billes impactantes utilisées au cours des expé-
riences. Les matériauz constituants les billes sont énumérés par ordre (qualitativement) dé-
croissant de leur ceefficient de restitution. La bille en carbure de tungsténe de 8 mm de dia-
metre est la plus fréquemment utilisée. Celte diversité de billes impactantes permet d’envoyer
dans la chaine de billes des excitations d’amplitude trés variée.

IV.5 Approximation linéaire: « le vide sonique »

IV.5.1 Analyse théorique du régime linéaire

On suppose que le déplacement relatif dynamique, |z; — z;_1], est trés inférieur au dépla-
cement statique, ép, c.-a~d. que |x; — x;_(|/éop < 1. Chaque terme du membre de droite des

20. Cette durée est cependant suffisamment importante pour que I’approximation quasi-statique reste valable
(voir le § (IV.2)).

21. En effet, la premieére bille de la chaine est en contact avec I’air, milien d’impédance acoustique tres
différente de celle de ’acier. Par contre a 'autre extrémité de la chaine, le ceefficient de reflexion est tres grand.
C’est, par conséquent, le second aller-retour qui n’a pas lieu.
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Egs. (IV.3) s’écrit alors, en utilisant un développement limité,
| Tz Tie 3/2: 1_§ T — Tioq _|_§ T — T—1 2—|—...
do 2 do 8 0o

En ne tenant compte que des termes linéaires en z; et en négligeant les termes d’ordres
supérieurs, les Eqgs. (IV.3) se réduisent a

V2<i<N-1.

(IV.7)

dzwi K 3 \/— )
a2 = m (i1 + o1 — 22;)  avec K = §k bo V2<i<N-1, (IV.8)

qui est I’équation habituelle d’une chaine de masses ponctuelles identiques reliées par des
ressorts linéaires identiques de raideur K. En utilisant I’Eq. (IV.1), on note que cette raideur
dépend de la force de compression statique Fy et que de plus,

o= ()" 1o

En utilisant les notations complexes et en cherchant des solutions de I'Eq. (IV.8) sous formes
d’ondes propagatives du type

2 = A/ Rt e (IV.10)
ol j2 = —1, c.c. désigne le complexe conjugué du 1¢r terme et A l'amplitude de 'onde

de pulsation w et de nombre d’onde ¢, on retrouve la relation de dispersion habituelle, en
reportant I’'Eq. (IV.10) dans 'Eq. (1V.8),

w:2\1E|sian| . (IV.11)
m

La variation de w en fonction de ¢ est représentée sur la Fig. (IV-5)

w =2nf,

0 Rq /2
FiG. IV-5 —w en fonction de Rq. La région ot q < 1/ R soit A > R correspond a Uapprozima-

tion continue et dans ce cas w = qc;. w. désigne la pulsation de coupure du réseau et N =1/q,
la longueur d’onde.
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On déduit de I'Eq. (IV.11) et de la Fig. (IV-5), la fréquence de coupure f. du réseau,
au-dela de laquelle une onde de fréquence f > f. ne se propage plus,

1 /K 1 [3
fo= === %kl/iﬁpg/ﬁ (IV.12)

En outre, on déduit de I’'Eq. (IV.11) la vitesse de propagation des ondes de grande longueur

d’onde, c.-a-d. la vitesse du son ¢, dans le réseau??,

¢; = lim Y= QR\/E — /S iRl (IV.13)
q9—0 ¢q m m

On notera que la vitesse du son ¢, et la fréquence de coupure f. dépendent toutes deux de
la compression statique comme FOI/G. Le résultat simple de I’Eq. (IV.13), bien que déja connu
(voir par exemple la Ref. [86]), fait apparaitre un phénomene remarquable pour Fy = 0: la
vitesse du son s’annule, et par conséquent, les ondes acoustiques linéaires ne se propagent
plus dans le systéeme! Nesterenko [76] appelle ce régime celui du « vide sonique » (sonic
vacuum). Cependant, il a montré que des ondes fortement non linéaires peuvent se propager
dans le systeme, méme lorsque les billes sont en contact, mais ne sont soumises a aucune force
statique, c.-a-d. lorsque Fp =0 N. Nous reviendrons sur ce phénomene au § (IV.6).

IV.5.2 Résultats expérimentaux en régime linéaire

La figure (IV-6) présente les résultats sur I’évolution de la fréquence de coupure (Figs. (IV-
6a) et (IV-6¢), voir 'Eq. (IV.12)) et de la vitesse du son (Figs. (IV-6b) et (IV-6d), voir I'Eq.
(IV.13)) avec la force statique appliquée. Pour les billes d’acier utilisées dans Iexpérience,
si Iy est exprimée en N, les valeurs théoriques sont, d’apres les Eqs. (IV.12), (IV.13) et le

tableau p. 16, f. = 16,2 x F01/6 kHz et cg =408 X F01/6 m/s. L’accord théorie/expérience est
excellent, ce qui n’est pas surprenant mais constitue un test de notre dispositif expérimental.
Un deuxieme test est de remplacer toutes les billes en acier de la chaine par des billes en verre.
Pour ces billes, les valeurs théoriques sont, d’apres les Eqs. (IV.12), (IV.13) et le tableau p.
16, f. = 18,8 x Fr/® kHz et ey = 472 x F2/% m/s.

Les mesures de vitesses ont été effectuées par la méthode dite « de temps de vol ». Le signal
envoyé par le générateur de fonction ?* & la céramique piézoélectrique est un train d’ondes de
5 oscillations, chacune de fréquence 10 kH z, a comparer a la fréquence de coupure la plus
basse (pour Fyp =1 N) de 16 kH z. Ces signaux sont envoyés tous les 100 ms. Le temps mis
par l'onde pour voyager jusqu’a 'autre extrémité de la chaine étant au minimum 5 ms, pour
Fy =1 N, l'onde est completement amortie entre ’émission de deux trains d’onde successifs.
Par conséquent, deux trains d’onde consécutifs n’interagissent pas. Comme le signal envoyé
est un paquet d’ondes d’extension en fréquence non négligeable, il se peut que I’émetteur ne
réponde a cette excitation qu’en ne propageant certaines fréquences, majoritairement celles
proches des résonances de la céramique. Il est donc préférable d’exciter la céramique avec un
signal possédant des variations temporelles moins brutales, c.-a-d. un train d’ondes obtenu

22. Cette vitesse du son c¢s dans le réseau ne doit pas étre confondue avec la vitesse des ondes acoustiques
longitudinales ¢; dans le matériau constituant les billes.

23. Le générateur de fonction est un synthétiseur multifonction HP8904A permettant de créér des formes
d’ondes arbitraires.
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en modulant une porteuse par une arche de sinusoide. Ce type d’excitation, de méme que la
réponse de la céramique, sont représentés sur la Fig. (IV-7).
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FiG. IV-6 — (a) Fvolution de la fréquence de coupure f., en KHz, en fonction de la force
statique Fy appliquée en N, pour un réseau de billes en acier. (b) Fvolution de la vitesse du
son ¢s, en m/s, en fonction de la force statique Fy appliquée en N, pour un réseau de billes
en acier. (¢) Méme courbe qu’en (a) pour un réseau de billes en verre. (d) Méme courbe qu’en
(b) pour un réseau de billes en verre. Dans chacun des cas les symboles X, pour Uacier, ou
+, pour le verre, représentent les points expérimentauz, la courbe en traits pleins la valeur
théorique, donnée dans le texte.

La mesure de la fréquence de coupure du réseau a été réalisée en envoyant a l'intérieur de
la chaine, via la céramique piézoélectrique, soit une source de « bruit blanc (BB) » (Random
Noise), soit un « balayage sinusoidal (BS) » (Sweep Sine) fournit par I’analyseur de spectre
HP 3562A. La réponse en fréquence du réseau est visualisée sur "analyseur de spectre et cor-
respond au rapport 24 entre le signal fréquentiel envoyé par I’analyseur et le signal fréquentiel

24. La réponse en fréquence H(f) de deux signaux temporels a(t) et b(t) est définie comme le rapport de
lautospectre Saa(f) = A*(f).A(f) du signal temporel a(t) sur le spectre croisé Sap(f) = A*(f).B(f) des
signaux a(t) et b(t), oit A(f) et B(f) sont les transformées de Fourier de a(t) et b(t), et  indique le complexe
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recu par le capteur en bout de chaine. L’amplitude ou la phase de la réponse en fréquence
permet alors de déterminer la fréquence de coupure f.. L’analyse, & la fois en BB ou en BS,
permet d’obtenir la dépendance attendue de f. avec FOI/G. Cependant, le ceeflicient de propor-

tionnalité entre f. et F01/6 est en tres bon accord avec la théorie lorsque 'on utilise le bruit
BS et est systématiquement supérieur avec le bruit BB. Cela provient du fait que le bruit BB
fournit plusieurs fréquences en méme temps et que le systeme répond a ses modes propres
en méme temps. 1l se peut que ces modes propres se couplent entre eux pour que le systeme
réponde en un mode de fréquence supérieure?. L’analyse en bruit BS permet de faire une
analyse fréquence par fréquence et évite ainsi le couplage entre modes. C’est cette derniere
qui a été utilisé pour les courbes des Figs. (IV-6a) et (IV-6¢).

FiG. IV-7 — (a) Fremple de profil de train d’onde envoyé a la céramique piézoélectrique pour
les mesures de vitesse du son dans la chaine : une porteuse constituée de 10 arches de sinusoide
chacune de fréquence 10 kH z est modulée par une arche de sinusoide de fréquence 1 kH z.
(b) Réponse de la céramique a Uexcitation représenté en (a). Sur les deux figures, les échelles
de temps en abscisse sont identiques, les échelles d’amplitude en ordonnée étant différentes.

Enfin, il est connu que lorsqu’une onde plane arrive dans un milieu ou elle ne peut se
propager, elle est absorbée sur une distance finie L: c’est la « distance d’absorption » ou la
« longueur de pénétration » (voir 'annexe E). Si L est de 'ordre de la taille de I’expérience, la
fréquence de coupure mesurée apparait alors plus grande que la fréquence de coupure réelle du
milieu. Cependant, comme il ’est montré dans ’annexe E, lorsque I est de 'ordre de 40 c¢m,
cet effet est négligeable puisque la fréquence de coupure réelle du milieu apparait augmenter
de 2 Hz seulement.

conjugué.
25. Par exemple, par couplage non linéaire de deux modes.
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IV.6 Approximation fortement non linéaire: les ondes soli-
taires

IV.6.1 Analyse théorique de Nesterenko

Le comportement du systeme dans la limite fortement non linéaire a été étudié théori-
quement par Nesterenko [76]. Par souci de clarté et de références ultérieures a certaines de
ses équations, nous résumons ci—dessous son analyse qui se trouve dans la Ref. [76]. De plus,
les passages « obscurs » de son article sont développés en détail ici, de méme que certaines
conclusions qui n’apparaissent pas dans la Ref. [76].

Le limite fortement non linéaire des Eqs. (IV.3) correspond au cas ou le déplacement
relatif dynamique, |z; — 2;_1|, est trés supérieur au déplacement statique, ég, c.-a-d. que
|z; — x;—1|/60 > 1. Pour alléger les notations, les équations (IV.3) s’écrivent

d?x;

3/2
ar "

ke
= — [(zii) — ;) wi—w1)? V2<i<N-1. (IV.14)
m

oll z; représente maintenant le déplacement total?® du centre de la i€ bille par rapport
a la position qu’il occuperait si la chaine n’était soumise a aucune force statique. Comme
il I'a été souligné dans le § (IV.3), ce type d’équation ne peut étre résolue analytiquement
en tenant compte a la fois des effets non linéaires et du caractere discret du réseau. Dans
ce paragraphe, on s’intéresse principalement aux effets fortement non linéaires et il est par
conséquent nécessaire pour la suite de ’analyse de se placer dans une approximation de type
continue. Dans la limite continue, lorsque la taille caractéristique A des perturbations est
supposée tres supérieure au rayon R d’une bille, on peut écrire

zi(t) = z(2Ri, t) = 2(1, 1)
zip1(t) =2 (2Rt 1),t) = 2(l £ 2R, 1) ,

(IV.15)

ol [ représente l'abscisse le long de la chaine, c.-a-d. la variable spatiale qui est maintenant
une variable continue. 1l existe donc quatre échelles spatiales pour ce probleme: A > [ ~
R > x> 6p. L’approximation fortement non linéaire signifie alors que |9z /9| > 6o/(2R).
représente maintenant le déplacement total?” du centre de la bille par rapport & la position [
qu’il occuperait si la chaine n’était soumise a aucune force statique. Utilisons le développement
de Taylor,

2 AR3 H3 9 R4 9
xij:l(t):x(l:l:QR,t):xj:QRa_w_l_QRZa_wi R? %2 R* 0%

ol EE 3 gp 3 o T (IVI6)

ou z = z([,t). On posera, dans la suite, 2; = (02/9l) et ; = (0x/0t) pour alléger les
expressions. En insérant ce développement dans I’'Eq. (IV.14) et en utilisant le développement
limité

3 1

AP A% avec XK1, (IV.17)

3
1+ =14+2x 42
(1+) Tttty 16

26. Y compris le déplacement di a la déformation statique.
27. Y compris le déplacement di a la déformation statique.
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on obtient alors

Rizyzy  R* (ay)?

Ty = —9611\/—96 -I- wlmv T v 16 (co) (IV.18a)
k
— >0, (Ci= E(QR)WQ : (IV.18b)

Les trois derniers termes du membre de droite de 1’'Eq. (IV.18a) sont d’ordre (R/A)? par
rapport au premier et les termes d’ordre supérieur ont été omis.

On cherche des solutions en ondes progressives de vitesse V, qui sont donc de la forme
2§ =1—Vt), ot V reste a déterminer; en posant 1 = —z; = —z¢ et en se placant dans le
référentiel de I'onde, on obtient, & partir de I'Eq. (IV.18),

v2 R2 G

(IV.19)

En effectuant le changement de variable
=245 (IV.20)

le dernier terme du membre de droite de ’'Eq. (IV.19) s’élimine, et 'Eq. (IV.19) se met sous
la forme

V2o oz 3 1 R? (1 25255 )
R = - — 2Bz +—1 = —|—Z5Z V.21
cz i 2 2 T2\ L2 & (1v.21)

(),

Chaque terme peut ainsi s’intégrer une fois par rapport a £ et ’équation peut se mettre sous
forme adimensionnée en posant

5
:(%) y o 5:\@377 , (1V.22)

et le résultat final s’écrit alors de facon particulierement simple

5 1
Wi(y) , avec  W(y) = _ 85 4 53/2 +Dy*5 et y >0, (IV.23)

ym:_d_y )

ou D est une constante d’intégration qui est fixée par les valeurs du champ () et de sa
dérivée pour £ — foo. Par la suite, nous verrons que si 'on cherche des solutions localisées,
les conditions aux limites du probleme seront telles que 0 < D < 5/27. En multipliant les
deux membres de 'Eq. (IV.23) par y, et en intégrant par rapport a 7, I’équation devient

1

ol F; est une autre constante d’intégration.

Afin de connaitre les solutions générales de I’'Eq. (1V.23), il est préalablement nécessaire
de déterminer les positions d’équilibre de W (y) tels que y,, = 0, c.-a-d. les extrema de W(y)
en annulant sa dérivée premiere. .’étude du signe de la dérivée seconde de W (y) en ces points
permet alors de connaitre leur stabilité, c.-a-d. si ce sont des maxima ou des minima. Une
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telle étude est résumée dans le Tab. (IV.2) tandis que la Fig. (IV-8) montre 'allure de la
fonction W (y) pour différentes valeurs de D.

Valeur de D —00 0 5/27 +o0

—— ——

Extrema de W(y) || 1 minimum | 1 minimum | 1 minimum | 1 pt inflex. | 0 extremum
1 pt sing. 1 maximum

Solution bornée de ONLP pour F; < 0 ONLP/OS 0 solutions bornées
I’Eq. (IV.23)

TaB. IV.2 — Etude des extrema et des solutions bornées de U’Eq. (IV.23) en fonction de
la valeur du paramétre D. ONLP signifie Ondes Non Linéaires Périodiques et OS5 Ondes
Solitaires. Un point est dit singulier si la dérivée seconde de W (y) en ce point n’est pas définie.
Un point d’inflexion est un point ot la dérivée premiére de W (y) s’annule sans changer de
signe.

0.1r D=02" p_s/n7
D=4/27

0.05}
— D=0.1
e,
=

0,,,,, - _ __ _ __ - T _______________ _
_0'050 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

y

Fic. 1IV-8 — Allure de la fonction W(y) d’Eq. (IV.23) pour différentes valeurs de D. Les
valeurs de D sont repectivement pour les courbes de bas en haut D = 0,1;4/27;5/27 €t 0,2.
Pour D =5/27, le minimum et le maximum coincident.
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Une analogie mécanique?® du probléeme de propagation d’onde apparait alors manifes-
tement et permet de comprendre qualitativement ’apparition de solutions ondes solitaires.
L’équation (IV.23) est en effet I’équation du mouvement d’une particule ponctuelle de masse
unité, de « position » y, soumise a une force dérivant du « potentiel » W (y), n jouant le réle
du temps. Pour 0 < D < 5/27, W (y) présente deux extrema, le maximum étant a la position
Yoo > 0 et le minimum & la position y_ > y.. Pour ces valeurs de D, la courbe W(y) a la
forme représentée sur la Fig. (IV-10a). La forme de I’énergie potentielle W (y) au voisinage de
Yoo fait que, dans le cadre de 'analogie mécanique, la particule met un « temps » infini pour
tomber du point gy, si son « énergie » est By = F,. La trajectoire partant et aboutissant en
Yoo €8t parcourue une seule fois lorsque le « temps » décrit un intervalle complet —oo < 1 < oo,
ce qui correspond dans le contexte des ondes a une solution de type onde solitaire (voir la Fig.
(IV-10c)). Ainsi, d’apres cette analyse, I’abscisse y~, du maximum du potentiel est la valeur
prise par y lorsque n — doo. Ainsi, I'onde solitaire a une amplitude y., &  — *oo et une
amplitude maximale y,, définie par

W(ym) =W(ys) - (IV.25)

En reprenant ce type d’analyse pour D < 0 et D > 5/27 et aux vues des « potentiels »
tragés sur la Fig. (IV-8), on obtient les solutions possibles de I’Eq. (IV.23) pour ces valeurs
de D. Les solutions bornées de cette équation, issues de l'analogie mécanique, sont alors
regroupées dans le Tab. (IV.2) en fonction de la valeur de D. Nous nous focaliserons dans
la suite au cas des solutions localisées de type onde solitaire, c.-a~d. avec les conditions aux
limites suivantes: pour £ — £oo, la valeur des champs 1) et ¢ sont tels que ¥ — 1, et
e — 0. Ces conditions impliquent alors d’avoir D tel que 0 < D < 5/27.

Lorsque 'on cherche les solutions non nulles de I’équation dW (y)/dy = 0, il est facile de
voir qu’en posant X = y?/%, cette équation se raméne 4 une équation polynomiale du 3¢me
degré en X. Pour 0 < D < 5/27, toutes les racines sont réelles distinctes. En revenant a la
variable d’origine y, une des solutions devient imaginaire, et les deux autres donnent alors les
expressions analytiques du minimum y_ et du maximum y., de W (y) en fonction de D

Yoo = (%)5/4 [Cos (g)] " , (IV.26a)
= (22) e (24 2)] v

27D
avec cos© = —4/ 7T . (IV.26¢)

L’évolution de ces extrema en fonction de D est représentée sur la Fig. (IV-9).

28. Ce type d’analogie est extrémement fécond (voir par exemple le § (II.5)) et donne lieu & une méthode
d’analyse des équations aux dérivées partielles non linéaires, la méthode de l'espace des phases. Pour plus de
détails, on pourra consulter la Ref. [126].
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FiG. 1V-9 — Fvolution du minimum y_ (en points noirs; Fq. (IV.26b)) et du mazimum y
(en traits pleins; Fq. (IV.26a)) de W (y) en fonction de D.

128



FiG. IV-10 — (a) Graphe de la fonction W (y) dans le cas 0 < D < 5/27, illustrant l’analo-
gie mécanique entre les solutions de I'Fq. (IV.23) et le mouvement d’une particule de masse
unité dans le potentiel W(y). Deur mouvements possibles de la « particule » : si son « éner-
gie » est celle du mazimum local, Eo, = W (ys), la « particule » va de ys, a yn, telle que
W (ym) = W(yso) en un « temps » infini; celte « trajectoire » correspond ¢ une solution onde
solitaire de 'Eq. (1V.23). Si son « énergie » est I', < Eo,, la particule va de y,, a y,, en un
« temps » fini; cette « trajectoire » correspond a une solution de type onde périodique non
linéaire de UFq. (1V.23). Si Ey > Fo, il n’existe pas de solutions bornées. (b) Représentation
des « trajectoires » de (a) dans le plan de phase (« position » y, « vitesse » y, ) ; la trajectoire
qui tourne en un « temps » fini autour de la position d’équilibre stable y_ correspond a ["onde
périodique non linéaire (courbe en traits pointillés), alors que lorbite homocline (courbe en
traits pleins), qui présente un point anguleux en y.., correspond a l'onde solitaire. (c) Allure
de l'onde solitaire, obtenue par intégration numérique de I’Eq. (IV.23) correspondant au mou-
vement d’une particule d’énergie E,. (d) Allure de l'onde périodique non linéaire, obtenue par
intégration numérique de I'Fq. (IV.23) correspondant au mouvement d’une particule d’éner-
gie L. Les paramétres utilisés pour trager les courbes (a—) sont D = 0,135; E, = 0,011
(c.-a-d. Yoo = 0,128 et y,, = 1,007), et £, = 0,005 (c.-a-d. y,, = 0,311 et y,, = 0,947).

Attardons nous maintenant au cas ou D = 0. Les conclusions ci-dessus concernant ’exis-
tence de solution onde solitaire ne sont alors plus valables. En effet, dans ce cas, il existe
un point singulier y., = 0 et un minimum y_ = 1 du potentiel W (y). La stabilité d’un
point singulier n’étant pas définie, des solutions ondes solitaires ne peuvent alors exister pour
F; = F, = 0. Cependant, il existe pour ¥y = E,, = 0 une solution onde non linéaire pério-
dique dont I"amplitude oscille autour de y_ =1 et est comprise entre y., = 0 (son amplitude
minimale) et y,, (son amplitude maximale), comme le montre la Fig. (IV-10). En revenant
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aux variables d’origines 1) et 7, il est facile de montrer, & partir de la quadrature de I’Eq.
(IV.24) avec D = E; = 0, que ’expression analytique de I'onde non linéaire périodique s’écrit

Z(%)z 2 o5 (RL\/E) . (IV.27)

Cette solution est cependant mathématiquement singuliere?? car elle ne satisfait pas I'inégalité
de départ ¢ = —x; = —z¢ > 0 (voir 'Eq. (IV.18b)). En effet, lorsque 'amplitude de I"onde est
minimale pour y., = 0 (voir la Fig. (IV-10d)), c.-a-d. £ = Rv/10(r/2) mod 7, on a d’aprés
I’Eq. (IV.27), ¢ = 0. Ce cas ou D = 0 avec £y =0, c.-a-d. yo, = 0, correspond physiquement
a Fo =0 (¢f. le début du § (IV.6.2)). D’un autre coté, il a été montré [127] que ces ondes
non linéaires périodiques sont stables vis a vis de petites perturbations et ne peuvent alors

P(§) =

développer une modulation spontanée d’amplitude, c.-a-d. ["instabilité modulationnelle. Ainsi,
on peut, peut—étre, s’attendre a les observer dans la chaine de billes.
100

801

601

Force

20r

Temps

Fic. 1IV-11 — Ewvolution théorique de la force, en N, en fonction du temps, en us, avec une
amplitude mazimale de 100 N et pour une force statique, respectivement, de 1 N (courbe
en traits pleins; le profil de onde solitaire étant déterminé par UFq. (IV.39)) et une force
statique nulle (courbe en traits pointillés; le profil de l’arche de onde non linéaire périodique
étant déterminé par U'Fq. (IV.44)). La ressemblance entre ces deux courbes est remarquable.
La valeur de 1 N choisie est telle qu’elle corresponde approximativement a la résolution de la
force statique délivrée par le dynamométre (voir § (IV.4)).

Cependant, expérimentalement, il semble que les ondes solitaires existent aussi lorsqu’il
n’y a pas de force statique appliquée a la chaine de billes (voir la Ref. [77, 99] et le § (1V.7.2)).
Il serait, en effet, tres surprenant qu’un changement qualitatif survienne soudainement lorsque
la force statique atteind sa valeur zéro, puisque les ondes solitaires existent pour une force

29. Des solutions ondes non linéaires périodiques existent, bien évidemment, pour 2 = 0 dans la cas ou
F: < 0 mais n’ont pas de forme analytique.
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statique infiniment petite. En outre, la forme théorique de 'onde solitaire avec une force sta-
tique tres faible est extremement similaire a celle d’une arche de ’onde non linéaire d’Eq.
(IV.27), comme le montre la Fig. (IV-11). Ce comportement est confirmé par les simulations
de Nesterenko et Lazaridi [99, 100], qui observent les mémes propriétés pour une onde d’am-
plitude maximale de 200 N se propageant dans une chaine soumise soit a une force statique
de 2 N ou & aucune compression statique. De plus, la vitesse théorique de 'onde solitaire tend
aussi continuement vers sa limite, a force statique nulle, comme nous le verrons au § (1V.6.2).
[’analyse théorique de ces ondes non linéaires périodiques sera développée au § (I1V.6.2), et
nous discuterons au § (IV.7.3) de leur possible observation expérimentale.

IV.6.2 Extension de ’analyse théorique a une méthode de mesure
Cas de la force statique non nulle

Dans nos expériences, nous pouvons mesurer la vitesse de ’'onde, par la méthode des temps
de vols, et ’évolution temporelle de la force ressentie par le capteur situé a 'extrémité de la
chaine. La force statique Fy appliquée sur la chaine est mesurée a 'aide du dynamometre.
Attardons nous un instant sur la signification physique de ¢ défini, au § (IV.6.1), par ¢ = —a;.
1 représente le gradient du déplacement total & (y compris celui di a la déformation statique)
du centre d’une bille par rapport a sa position [ qu’il occuperait si la chaine n’était soumise a
aucune force statique. Supposons que I’on impose uniquement une force statique. Le rapport
du déplacement relatif dg, entre deux centres de sphéres consécutives, sur la distance 2R, qu’ils
occupaient, permet d’obtenir la valeur de ) en présence de la force statique seule, c.-a-d. pour
& — too. En effet, en utilisant ’Eq. (IV.16) et ¢ = —z;, on obtient

— g

bo = w(l — QR’t)‘t—d:oo - QC(l’t)‘t—d:oo B

= 2R}, (IV.28)

t—Foo

ol s, est la valeur de ¢ pour t — +o0, c.-a-d. £ — +oo. L’équation (IV.1) permet alors, a
partir de la force statique Fp, d’avoir acces a cette distance de rapprochement

8 1 [ F\*?
oo = 55 = 35 (?0) : (IV.29)

En utilisant les changements de variables des Eqs. (IV.20) et (IV.22), nous obtenons alors une
premiére relation entre les quantités inconnues y., et V'

4
Yoo = (%) v, (IV.30)

ol l'on rappelle que la constante C ne dépend seulement que des propriétés physiques du
matériau constituant les billes. Tentons maintenant de déterminer une relation entre I’am-
plitude maximale y,, de ’onde solitaire et sa valeur minimale y., en 7 — £oo (voir la Fig.
(IV-10c)). L’amplitude maximale, y,,, est une solution de I'Eq. (IV.25). D’autre part, la dé-
finition de W (y) étant donnée par I'Eq. (IV.23), on voit que I'Eq. (IV.25) est une équation

algébrique du 5¢me ordre en yzn/‘r). Um = Yoo est bien évidemment une des racines de cette
équation et puisque dW/dyl,. = 0, cette racine est une racine double. Par conséquent, nous
devons seulement résoudre une équation algébrique du 3¢me ordre en yzn/‘r), dont nous obtenons

explicitement° la fonction y,, (¥ ). L’évolution de cette fonction est alors tracée sur la Fig.

30. Nous n’exposons pas ici cette expression trop encombrante qui peut étre retrouvée aisément a I’aide d’un
logiciel de calcul formel tel que Mathematica.
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(IV-12). L’inconnue y., est ainsi donnée par
5/4
Ym (Yoo) (lbm)
Jmiec) _ (Bm )~ V.31
Yoo Yoo (v.31)
ol 1, est relié a y,, par les changements de variables des Eqs. (IV.20) et (1V.22).

52
(5/4)

Ym

0.8

52
QB) fommm TS

0 0.1 0.2 03
Yoo

Fic. 1V-12 — Pwvolution de y,, en fonction de y.,. Les variations de y., correspondent impli-
citement ¢ 0 < D < 5/27 (voir la Fig. (IV-9)).

Montrons, maintenant, que les mesures de la force statique et de la force maximale ressentie
par le capteur de force en bout de chaine suffisent pour avoir acces a la valeur expérimentale
du rapport ¥, /teo. 1 est le gradient du déplacement total du centre de la bille, d’abscisse
[, et est la somme d’une constante, c.-a-d. la valeur a I’équilibre sous compression statique,
Yoo, €t d’une partie variant au cours du temps, 1;(15)7 reliée & la valeur de la force dynamique
mesurée par le capteur (voir 'Eq. (IV.36)),

b =t + (1) . (1V.32)

Dans la suite, nous mettrons en exposant les lettres®' « sp » sur les quantités relatives au
contact entre la derniere bille de la chaine et le capteur de force dynamique, d’abscisse [ = [°P.
Pour tous les autres contacts, c.-a-d. entre deux billes consécutives, nous ne spécifierons aucun
exposant de dénomination. La force dynamique est mesurée via un contact entre une surface
plane et une sphere de rayon R, correspondant au contact entre le capteur et la derniere bille
de la chaine, contact différent de celui entre deux spheres identiques (voir le § (1.3.1)). Cette
différence implique alors, en utilisant les Eqs. (1.19), (1.20), (1.23) et (1.24), que>?

sy = S (1V.33)

31. « sp » signifie sphére—plan.
32. Le capteur étant recouvert d’acier inoxydable, il peut étre assimilé, dans son ensemble, comme étant
constitué par le méme matériau que celui des billes de la chaine, et ainsi, d’apres les Eqgs. (1.20) et (1.24),

K = k2.
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ot 6°P(t) correspond™®® au déplacement dynamique entre le centre de la derniere bille de la
chaine et le capteur de force, sous 'effet d’une force dynamique. En outre, la surface de contact
entre le capteur d’abscisse [°F est & une distance R du centre de la derniere bille, et ainsi

Oz

§(1) = (I — Ry 1) — 2 (I%,1) = — R
81 [=[spP

= Ry . (IV.34)

Soit F'(t) le signal, de valeur maximale F,,, donné par le capteur dynamique. La loi de Hertz
d’Eq. (1.19), pour un contact sphére-sphére, permet alors d’écrire

F(t) + Fy = k[6(1) + o) (IV.35)
En utilisant les FEq. (IV.34), (IV.33), (IV.32), (IV.35) et (IV.29), la relation entre le signal
F(t), donné par le capteur de force, et 1 () s’écrit

¢(t) = 2Rl€2/3

En utilisant les Eqgs. (IV.36), (IV.32), et (IV.29), on obtient alors I’équation donnant acces a
la valeur expérimentale de ,,,

{RF() + 20 - @R)*} (IV.36)

b (2B, 20 - 2R)P+ R

¢oo N F02/3

(IV.37)

La connaissance de la force statique appliquée [y ainsi que de la mesure de la force
maximale F}, ressentie par le capteur, donne acces, d’apres|’Eq. (1V.37), a la valeur du rapport
¥m/[Pe. En introduisant cette valeur dans 1’Eq. (IV.31), qui est résolue numériquement,
afin d’obtenir la valeur expérimentale de ¥.,, nous trouvons une racine numérique qui est
particulierement simple car nous savons qu’il existe une et une seule racine dans 'intervalle
Yoo € [0,(2/3)%/7] (voir les Figs. (IV-9) et (IV-12)). Nous obtenons alors, d’apres les Eqs.
(IV.29) et (IV.30), la vitesse V' de la vitesse des ondes solitaires prévue par la théorie, qui
pourra étre comparée a celle observée expérimentalement (voir le § (IV.7.2)).

En utilisant la vitesse du son ¢, des ondes linéaires (voir 'Eq. (IV.13)), les Eqs. (IV.18b)
et (IV.29), I'Eq. (IV.30) se réécrit

ot l'on a souligné que yo,(-) est une fonction du seul rapport F,,, /Fy (voir les Eqs. (IV.31) et
(IV.37)). L’Eq. (IV.38) montre alors que les mesures de vitesse, pour différentes forces sta-
tiques appliquées, doivent se répartir sur une unique courbe, si les variables sont correctement
adimensionnées. Ceci est effectivement la cas expérimentalement, comme nous le verrons sur
la Fig. (IV-20).

La forme théorique de l'onde solitaire peut étre calculée grace aux Eqgs. (1V.20), (1V.22)
et (IV.37), cette derniere donnant aussi la relation entre 1 et F'(t), et s’écrit alors

4/5 3/2

Vi
pay = Lo | ABEES sl oL (IV.39)
2 Yoo

33. 6(t) étant I’analogue de §°P(¢) pour un contact sphére—sphére.

133



ou la fonction y(n) est obtenue par une intégration numérique de I'Eq. (1V.23). La forme de
’onde solitaire prévue par I’Eq. (IV.39) peut alors étre comparée a celle issue de I'observation
expérimentale. Ceci sera effectué au § (IV.7.1). Il est & noter que dés l'instant ou Fy et F,
sont connus, la forme théorique de 'onde solitaire ainsi que la valeur théorique de sa vitesse
sont obtenues sans 'aide d’aucun autre parametre ajustable.

Cas de la force statique nulle

Ce cas est d’une certaine facon formellement plus simple que le précédent, puisqu’il existe
une solution analytique (I’'Eq. (IV.27)) a 'Eq. (IV.23). Cependant, la situation physique est
moins claire, et ce cas nécessite une discussion plus poussée puisque la théorie prévoit une
propagation d’ondes non linéaires périodiques plutot que d’ondes solitaires comme dans le cas
précédent. En identifiant la solution analytique de I’'Eq. (IV.27) avec la valeur 1, donnée par
I'Eq. (IV.32) et (IV.36) dans le cas Fy = 0, on obtient une relation explicite entre la vitesse
de 'onde et son amplitude maximale,

1 1 oF, \ /¢
VlFozoZC\/;—(QR)I/4 (—k ) : (IV.40)

La loi d’échelle entre V' et F,,, peut étre comprise d’une facon simple. Gardons seulement
le terme de plus grand ordre dans I’Eq. (IV.18); nous obtenons alors

3
Ty §CQ$”\/—$1 —x; >0 , (IV.41)

qui est ’équation habituelle d’une onde se propageant avec une vitesse V dépendante de son
amplitude selon V ~ C(—z;)'/%. L’interpénétration maximale 6, entre deux billes soumises
a une force F'(t) qui est maximale en Fj, est donnée par la loi de Hertz d’Eq. (IV.1) en
changeant les indices 0 par m. En utilisant cette loi et le fait que 1, = é,, /2R, on peut écrire

que (—a;) ~ (F,,/k)2/3)/(2R), et ainsi

1% 1 [(Fn\'°

D’une facon plus générale, la vitesse dépend a la fois de la force statique Fy et de la force
maximale F),,, et Pexpression précédente doit étre alors modifiée selon

v 1 FEAN\YS R
¢~ (2R)'/A (?) / [ﬁ] : (IV.43)

ou la fonction f[-] est simplement la fonction implicite déterminée par 'intermédiaire des Eqs.
(IV.37), (IV.30) et (IV.31). La formule d’Eq. (IV.40) impose que f(0) = 21/6,/4/5, tandis
que la limite opposée est fournie par I’Eq. (IV.13) stipulant, en utilisant la définition de C de

I’'Eq. (IV.18b), que FlimOF;/Gf[FO/Fm] = /3/2F)°.

Lorsqu’aucune force statique n’est appliquée a la chaine, ’équation (IV.42) est exacte
a une constante numérique pres. Cette équation traduit le fait que linteraction de Hertz
entre deux billes adjacentes est responsable de la propagation de l'onde, et d’une facon plus
générale de toutes les ondes pouvant se propager dans ce type de milieu. Par exemple, la
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méme loi d’échelle®! existe pour la vitesse d’une onde de déformation se propageant dans
une colonne de billes en contact (voir le Chap. I et notamment les § (111.6.2) et (IIL.7)).

La dépendance de la vitesse avec F;/G est clairement confirmée expérimentalement comme le
montre la Fig. (IV-24). En outre, cela confirme que les approximations>® conduisant a 'Eq.
(IV.18), décrivant un modele de masses ponctuelles reliées par des ressorts non linéaires, sont
aussi valables dans le régime non linéaire.

Bien que la limite Fy = 0 soit singuliere pour la forme de 'onde, puisque mathématique-
ment la solution onde solitaire disparait, la vitesse de cette onde tend de facon continue vers
Pexpression de 'Eq. (IV.40). En effet, 'Eq. (IV.23) impose que ¥, (4o = 0) = (5/4)%/% (voir
la Fig. (IV-12)), d’olt nous déduisons la vitesse en fonction de 1, a I'aide des Eqgs. (IV.20)
et (IV.22), et finallement comme une fonction de F,, grace a ’'Eq. (IV.36), conduisant ainsi
a I’Eq. (IV.40). Probablement, I’'Eq. (IV.40) est une trés bonne approximation de la vitesse
des ondes solitaires en ’absence de force statique.

Dans cette limite Fo — 0, la forme de 'onde solitaire, prévue par la théorie, est précisément
donnée par la forme d’une arche de I'onde non linéaire périodique d’Eq. (IV.27) (voir la Fig.
(IV-11) et la discussion a la fin du § (IV.6.1)) et s’écrit, d’apres 'Eq. (1V.40) et (IV.36),

F(t) = F,, cos® (%) : (IV.44)

34. En utilisant les Eqgs. (IV.18b), (I11.31) et (1.38), en changeant K par k dans cette derniére, on retrouve
la loi d’échelle (IV.42).
35. L’Eq. (IV.17) a pour but de tronquer le nombre de non linéarités.
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IV.7 Résultats expérimentaux en régime fortement non li-
néaire
IV.7.1 Forme de 'onde pour une force statique non nulle

La Fig. (IV-13) montre I’évolution de la force délivrée par le capteur de force pendant un
temps tres long devant la durée de 'impulsion. Cette impulsion correspond a une onde de
compression, c.-a-d. une onde solitaire (voir la légende de cette figure), qui exerce uniquement
un force positive sur le capteur de force. La présence d’oscillations apres I’arrivée de I'impulsion
est due a la réponse du capteur (sa période de résonance de 13 pus n’est pas trop éloignée de
la durée typique de I'impulsion qui est d’environ 50 ps) ainsi que des multiples réflexions a
I'intérieur des différentes parties du dispositif expérimental situées en bout de la chaine.

FiG. 1V-13 — Les points représentent Uévolution de la force délivrée par le capteur de force
en bout de chaine, pendant un temps trés long, typiquement 10 fois la durée de la premiére
impulsion. L’abscisse correspond au temps représenté en us et Uordonnée a la force en N.
Les conditions expérimentales sont telles que la force statique Fy = 167 N et le paramétre de
non-linéarité V¥, /oo = 2,74. La premiére partie positive de Uimpulsion est identifiée comme
étant l'onde solitaire prévue théoriquement par Nesterenko [T6]: la courbe en traits pleins
correspond a la forme théorique de l'onde solitaire de méme amplitude (voir U'Fq. (1V.39)
et le § (IV.6.2)). Excepté les oscillations qui proviennent principalement des résonances du
capteur de force (voir le corps du texte), nous observons une impulsion isolée.

La forme de 'onde solitaire délivrée par le capteur de force, situé en bout de chaine, est
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représentée sur les Figs. (IV-14) a (IV-16), et est comparée a la forme théorique d’Eq. (IV.39).
La force statique vaut Fy = 29,4 N pour les Figs. (IV-14) a (IV-15), et Iy = 167 N pour
la Fig. (IV-16). Sur cette derniére figure, les valeurs possibles du parameétre de non-linéarité
Pm /e sont alors beaucoup plus petites. En effet, 1, /1, varie de 3,7 sur la Fig. (IV-14a)
a 17 sur la Fig. (IV-15d), et varie de 2,5 sur la Fig. (IV-16a) a 5,2 sur la Fig. (IV-16d),
la force maximale ressentie par le capteur variant essentiellement dans la méme gamme de
valeurs, pour les deux forces statiques considérées. Bien que l’arrivée de chaque impulsion
soit légerement différente des prévisions théoriques, tous les résultats expérimentaux sont en
bon accord avec ces prévisions. Il est important de souligner qu’aucun parametre ajustable
n’a été introduit au cours de cette comparaison entre la théorie et les expériences.

La durée typique d’une impulsion est environ 30 — 40 ps et sa vitesse typique environ
1000 m/s. Son échelle de longueur typique est, par conséquent, 3 — 4 ¢m ou 4 — 5 billes.
L’approximation continue®® de 'Eq. (IV.15), est ainsi satisfaite. En effet, il est connu d’apreés
des simulations numériques [128], que dans les chaines discrétes non linéaires, les excitations
sont parfaitement décrites par une approximation continue si leur taille est supérieure ou
égale a 5 particules. Cette longueur étant tres inférieure a la longueur totale de la chaine,
on peut donc dire que 'impulsion a conservé sa forme initiale sur une grande distance, a la
facon d’une onde solitaire. Nous pouvons alors appeler cette impulsion, une onde solitaire.
Aux vues de ces figures, une autre conclusion générale apparait : dans tous les cas, la durée de
I'impulsion, c.-a-d. de 'onde solitaire, est beaucoup plus grande que le temps nécessaire a une
onde acoustique longitudinale pour traverser le diametre d’une bille ; ce qui correspond a la
condition nécessaire pour pouvoir appliquer la théorie de Hertz dans ce probleme dynamique

(voir le § (IV.2)).

IV.7.2 Vitesse de ’onde pour une force statique non nulle

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats expérimentaux, concernant la propaga-
tion d’excitations non linéaires & l'intérieur de la chaine, pour trois valeurs différentes de la
force statique Fop: 9,81 N ;29,441 N et 1674+ 1 N. Un parametre important a considérer
est le rapport 1, /1 qui est donné par 'Eq. (IV.37) en fonction de la force statique Fp et
de la force dynamique maximale F,,,. Ce rapport caractérise la non-linéarité de ’'onde et doit
étre beaucoup plus grand 3™ que 1 afin que I’'Eq. (IV.18) soit valable. Pour nos expériences, ce
rapport est tel que

%"06[1,9;17] pour Fy=9,8 N,
Um ¢ [1,4;16,5] pour Fy=29,4N, (IV.45)

1%"06[1,5;5,2] pour Fy =167 N .
Dans nos expériences, la vitesse de 'onde est obtenue, d’une maniere tres simple, a partir
des mesures de temps de vol entre 4 capteurs placés le long de la chaine (voir le § (IV.4) pour

de plus amples détails). Comme nous ’avons déja souligné précédemment, les 3 capteurs de
force, maintenus perpendiculairement a I'axe de la chaine, sont bien adaptés a ce type de

36. Cette approximation est appelée encore « 'approximation de grande longueur d’onde »: la taille caracté-
ristique des phénomenes observés est supposée tres supérieure au rayon d’une bille
37. Le régime fortement non linéaire, conduisant a I'Eq. (IV.18), est atteint si 6(¢) > 6o, c.-a-d. d’aprés

(IV.28), si (1) > too.
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FiG. IV-14 — Allures de quatre ondes solitaires, mesurées par le capteur de force situé a Uextrémité de la chaine, pour une force statique
Fy =29,4 N. Pour chaque Fig. (a-d), I’évolution de la force en N est représentée en fonction du temps en ps. Les points, c.-a-d. les
courbes épaisses, correspondent aux profils expérimentaux tandis que les courbes en traits pleins minces correspondent aux prévisions
théoriques issues de I'Fq. (IV.39). L amplitude mazimale F,,, la vitesse V' et le paramétre de non-linéarité 1, /1~ de chaque onde
solitaire sont: (a) F,, =100 N ; V =895 m/s; /e = 3,7; (b) Fry, = 138 N; V =921 m/s; /e = 4,5 (¢) F, =209 N ;
V=960 m/s; n /e =5,8 €t (d) F,,, =290 N ; V=994 m/s; ¢, /the = 7,2.
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FiG. IV-15 — Idem que pour la Fig. (IV-1}), avec les mémes notations, mais pour des plus grandes valeurs de 1., [1s,. Les carac-
téristiques de chaque onde solitaire sont respectivement: (a) F,, = 503 N ; V = 1060 m/s; /e = 10,4; (b) F,, = 608 N ;
V = 1086 m/s; Vm /e = 11,8; (¢) F,, = 705 N; V = 1106 m/s; ¥, /e = 13,0 et (d) F,, = 1060 N; V = 1168 m/s;
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F1G. IV-16 — Idem que pour la Fig. (IV-14), avec les mémes notations, mais pour une force statique Fo = 167 N. Les caractéristiques
de chaque onde solitaire sont respectivement: (a) F,, =274 N ; V = 1131 m/s; /e = 2,5; (b) Fy, =474 N ; V = 1178 m/s ;
Y [P0 = 3,3; (¢) Fry =842 N ; V = 1239 m/s; Y /[tee = 4,7 €t (d) F,, = 1005 N ; V = 1260 m/s; /10 = 5,2.
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mesure, mais ne donnent aucune information sur le profil réel de I’onde. D’un autre coté, la
valeur théorique de la vitesse de 'onde a été obtenue au § (IV.6.2), sans I'intervention d’aucun
parametre ajustable, des lors qu’a la fois la force statique appliquée et la force maximale sont
connues.

Les mesures de vitesse sont représentées sur les Figs. (IV-17) a (IV-19), pour une force
statique de 9,8 29,4 et 167 N respectivement. Pour les deux forces statiques les plus basses,
un bon accord apparalt entre les mesures expérimentales et les prévisions théoriques. Dans
chacun de ces cas, le parametre de non—linéarité varie approximativement entre les mémes
limites (voir 'Eq. (IV.45)). Pour les mesures & 167 N, un léger désaccord est observé (voir
la Fig. (IV-19)). Une possible explication est I’augmentation de I’énergie transférée entre
I’onde et le bati, contenant les billes, en raison de Iimportance de la force statique. Une
onde arrivant & I’extrémité de la chaine, et ayant perdu une certaine quantité d’énergie®®, a
di, par conséquent, se propager plus rapidement que ne le prévoyait la théorie construite a
partir de la valeur finale de son amplitude maximale. Cette interprétation est confirmée par le
bon accord entre la forme expérimentale et théorique de 'onde, pour la méme force statique
considérée (voir la Fig. (IV-16)). Si le désaccord, observé sur la Fig. (IV-19), provenait de
la petitesse du parametre de non-linéarité (voir 'Eq. (IV.45)), un désaccord aurait di aussi
apparaitre sur la Fig. (IV-16). I est important de noter que les mesures successives de temps
de vol, le long de la chaine, ne sont pas rigoureusement identiques. Les barres d’erreur sur
les Figs. (IV-17) a (IV-19) représentent alors cet effet. Cependant, aux 3 endroits de mesure,
aucune évolution systématique de la vitesse n’a été observée, signifiant alors, qu’elle semble
relativement constante, au cours de la propagation de impulsion, méme pour une force
statique de 167 N.
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FiG. IV-17 — Evolution de la vitesse de ['onde solitaire, en m/s, en fonction de son amplitude
mazimale F,,, en N, pour une force statique appliquée Iy = 9,8 N. La courbe en traits pleins
est la courbe théorique issue des Fgs. (1V.37), (1V.30) et (IV.31).

38. L’amplitude maximale finale de I’onde est alors plus faible que celle qu’elle possédait initialement.
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Fic. IV-18 — Idem que pour la Fig. (IV-17), mais pour une force statique appliquée Iy =
29,4 N.
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Fic. IV-19 — Idem que pour les Figs. (IV-17) et (IV-18), mais pour une force statique appli-
quée Fy = 167 N.
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FiG. 1V-20 — (a) Evolution du rapport sans dimension V/c, en fonction de la quantité sans
dimension F,, [ Fy. Les points expérimentauz correspondent a une force statique de 9,8 N
(+);29,4 N (x) et 167 N (o). Tous les points expérimentauz se répartissent sur une seule
courbe, en traits pleins, d’équation C'ste X [yoo (Fpn [ Fo)] 7Y, ot la valeur expérimentale de la
constante Cste est 0,84. Cette derniére est a comparer avec la valeur théorique Cste = \/2/3
obtenue a partir de ’Fq. (1V.38). (b) Evolution du rapport sans dimension V/cs en fonction de
la quantité sans dimension [yoo (Fy, [ Fo)]~'/5. Chaque symbole utilisé a la méme signification
que pour la Fig. (a). Tous les points expérimentauxr se répartissent sur une seule courbe
linéaire de pente C'ste = 0, 84.
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Comme nous ’avons déja expliqué, dans le paragraphe suivant 1’'Eq. (1V.38), les mesures
de vitesses des Figs. (IV-17) a (IV-19) peuvent se répartir sur une seule et méme courbe repré-
sentée en fonction des variables adimensionnées V/c¢; et F,, [ Fy. Ceci est clairement démontré
par les Fig. (IV-20a—b). D’une part, la Fig. (IV-20a) montre que toutes les mesures de vitesses
se répartissent sur une seule courbe exprimée en fonction des variables V/c; et F,,,/ Fy. D’autre
part, la Fig. (IV-20b) montre que V/c, est une fonction linéaire de [yo. (Fn/Fo)]~'/°
le prévoit I’'Eq. (IV.38). Sur ces deux figures, la constante de proportionnalité, des courbes en
traits pleins, est 0,84 ; cette valeur étant a comparer avec la valeur attendue théoriquement
\/ﬂ ~ 0,8165. En outre, la Fig. (IV-20) montre clairement que les ondes non linéaires sont
supersoniques, et elle confirme le résultat prévu théoriquement par Nesterenko [76].

, comme

IV.7.3 Le cas de la force statique nulle

Afin d’étre aussi proche que possible du cas de la force statique nulle, nous procédons
expérimentalement de la facon suivante: nous appliquons une force statique a la chaine afin
de mettre les billes en contact les unes avec les autres, puis nous relachons cette force jusqu’a
ce que le contact entre le dynamometre et le cylindre en laiton, solidaire du capteur de force
longitudinale, se rompt. Il n’y a pratiquement aucune adhésion entre des billes en acier, mais
il peut exister une force de frottement entre les billes et les murs de la gorge les contenant.
Nous espérons que le frottement est amoindri pour des billes lisses, en acier, en contact avec
du Teflon, ce matériau étant auto—lubrifiant. Experimentalement, la force statique entre deux
billes voisines, ainsi obtenue, doit étre certainement tres petite, mais nous ne pouvons affirmer
qu’elle soit exactement égale & zéro. Dans cet esprit, la singularité du cas de la force statique
nulle est plutdt une singularité de nature mathématique qu’un effet physique réel.

Lorsqu’aucune force statique n’est appliquée sur la chaine, la théorie prévoit une pro-
pagation d’ondes non linéaires périodiques plutot que d’ondes solitaires, comme dans le cas
précédent. La forme des impulsions arrivant a I'extrémité de la chaine a été enregistrée pour
une gamme d’amplitude maximale de 40 & 700 N. Expérimentalement, la comparaison des
Figs. (IV-14) a (IV-16), ci-dessus, avec les Figs. (IV-21) a (IV-23), ci~dessous, prouve qu’il
n’y a aucune différence qualitative entre le cas de la force statique nulle et non nulle. En ce
qui concerne la forme de I’onde, il n’est pas possible, comme le montre clairement la Fig. (IV-
11), de distinguer une onde solitaire, dans la limite de force statique treés faible, d’une arche
d’onde non linéaire périodique. Sur les Figs. (IV-21) & (IV-23), nous comparons la forme expé-
rimentale d’une impulsion & celui d’une arche de la solution d’Eq. (IV.27) de méme amplitude
maximale, pour différentes valeurs de I’amplitude maximale de I'impulsion. A 'exception des
impulsions de petites amplitudes (voir la Fig. (IV-21)), 'accord entre la forme observée de
limpulsion et celle calculée théoriquement est remarquable. La durée3® de I'impulsion est
environ 30 us et sa vitesse environ 900 m/s. L'extension spatiale d’une impulsion est, par
conséquent, d’environ 30 mm, approximativement 4 billes, ce qui est encore suffisant [128§]
pour vérifier ’approximation de grande longueur d’onde d’Eq. (IV.16). Cette longueur étant
tres inférieure a la longueur totale de la chaine, on peut donc dire que I'impulsion a conservé
sa forme initiale sur une grande distance, a la facon d’une onde solitaire. La différence avec
le cas précédent du § (IV.7.1) provient du fait que nous sommes maintenant dans le régime
completement non linéaire, et par conséquent le développement conduisant a I’Eq. (IV.18) est
certainement tres correct.

39. La encore, cette durée est tout a fait compatible avec ’hypothése quasi-statique de la loi de Hertz (voir

le § (IV.2)).
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Fic. IV-21 — Allure de Uimpulsion a Uextrémité de la chaine, lorsqu’aucune force statique n'est appliquée. Pour chaque Fig. (a-d),
Pévolution de la force en N est représentée en fonction du temps en us. Les points, c.-a-d. les courbes épaisses, correspondent auz
profils expérimentaux enregistrés par un oscilloscope digital tandis que les courbes en traits pleins minces correspondent aux prévisions
théoriques issues de 'FEq. (IV.44) pour une onde de méme amplitude mazimale. A Uexception des impulsions de plus grande amplitude
de la Fig. (d), les impulsions ont une petite amplitude et 'accord avec la théorie est médiocre. La vitesse V et Uamplitude mazimale
F,, de chaque impulsion sont respectivement: (a) V =629 m/s; F,, =36,7 N ; (b)) V =659 m/s; F,,, =48,5 N; (¢)V =685 m/s;
F,=61,4N et (d)V=725m/s; F, =86,4N.
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FiG. IV-22 — Idem que pour la Fig. (IV-21), mais pour des ondes d’amplitudes mazimales plus grandes. La partie négative du signal de
force a Uarriére des impulsions des Figs. (b),(c) et (d) est la signature d’une résonance du capteur de force. L’accord avec la théorie
est trés satisfaisante, et est bien meilleur que pour les impulsions de la Fig. (IV-21). La vitesse V' et Uamplitude mazimale F,, de
chaque impulsion sont respectivement: (a) V = 811 m/s; F,, = 168,5 N; (b) V =845 m/s; F,, = 216,2 N; (¢)V = 877 m/s;
Fp =269,7 N et (d)V =919 m/s; F, = 356,4 N.
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FiG. IV-23 — Idem que pour les Figs. (IV-21) et (IV-22), mais pour des ondes d’amplitudes maximales plus grandes. La partie négative
du signal de force a Uarriére des impulsions est la signature d’une résonance du capteur de force. Comme pour la Fig. (IV-22),
Uaccord avec la théorie est trés satisfaisante. La vitesse V' et Uamplitude mazimale F,,, de chaque impulsion sont respectivement: (a)
V =963 m/s; F,, = 473,1 N; (b) V = 1000 m/s; F,, = 594 N; (¢) V = 1014 m/s; F,, = 646,1 N et (d) V = 1029 m/s;
F, =704,6 N.
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Comme le montre la Fig. (IV-21), 'accord entre la forme expérimentale de I'impulsion
et celle prévue par la théorie devient tres médiocre pour une amplitude maximale inférieure
a 70 N environ. Une interprétation possible, pour expliquer ’écart entre la forme observée
et la forme théorique, est de dire que le frottement des billes sur les murs produit une force
statique résiduelle que 'on note Ffj > 0. Cependant, n’importe quel ordre de grandeur de Fy
donné, par exemple, par la Figs. (IV-16) est alors beaucoup trop grand pour étre acceptable°.
Une autre possibilité est, qu’a basse vitesse d’impact, la forme initiale de 'excitation n’ait
pas le temps d’atteindre sa forme asymptotique, c.-a-d. le profil en onde solitaire, avant que
I’excitation ne soit arrivée en bout de chaine. Malheureusement, nous ne disposons d’aucune
information théorique concernant ce temps de formation et nous ne sommes pas capable de
tester numériquement cette interprétation. De plus, il est & noter que les amplitudes des
ondes de ces expériences sont beaucoup plus faible que celles des expériences exposées dans
le § (IV.7.1), dans lesquelles cet effet n’avait pas été observé.
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Fic. IV-24 — Evolution de la vitesse de "onde, en m/s, en fonction de FTIH/G, ot F,, représente
Uamplitude maximale de 'onde lorsqu’aucune force statique n’est appliquée sur la chaine. La
courbe en traits pleins représente la solution théorique d’Fq. (IV.40). La relation est claire-
ment linéaire, signifiant que interaction de Hertz entre deux billes voisines est responsable
de la propagation de 'onde solitaire.

A partir des mesures de vitesses des impulsions, nous pouvons vérifier tout d’abord que
V=0 croit comme FY La Fig. (IV-24) confirme alors qu’il en est bien ainsi. De plus, ce
résultat indique que l'interaction de Hertz d’Eq. (IV.1), dans I"approximation quasi-statique,
permet de décrire, de fagon tres satisfaisante la propagation de onde aussi bien dans le régime
linéaire (voir le § (IV.5)) que dans le régime non linéaire. Comme dans le cas précédent, aucune
évolution systématique de la vitesse de I’onde n’est observée pendant toute la durée nécessaire

40. En effet, la Fig. (IV-16) montre que méme pour un paramétre de non-linéarité de 'ordre de 3, on a un
bon accord ; cela voudrait donc dire que, pour F,, ~ 80 N environ, ce parametre est inférieur a 3, ce qui
suppose, en utilisant I’'Eq. (IV.37), une force statique « résiduelle » énorme, Fy 2> 33 N.
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a l'onde pour traverser la chaine d’une extrémité a l'autre. La figure (IV-25) montre que la
vitesse théorique, donnée par I’Eq. (1V.40) a force statique nulle, donne une valeur trés précise
de la vitesse de 'onde. Ce comportement est relié au fait que la vitesse des ondes solitaires
tend continuement vers I’Eq. (IV.40) dans la limite Fy — 0, comme nous I’avons montré au §

(IV.6.2).
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FiG. 1V-25 — Fvolution de la vitesse de 'onde, en m/s, en fonction de son amplitude mazimale

F,,, en N, lorsqu’aucune force statique n’est appliquée. La courbe en traits pleins représente
la solution théorique d’Eq. (1V.40).

Méme dans le cas d’une force statique nulle, nous observons des impulsions qui se pro-
pagent a vitesse constante, sans déformation, sur une distance grande devant leur taille. Par
conséquent, on peut les identifier aux ondes solitaires. Leur vitesse ainsi que leur forme sont
en bon accord avec les calculs théoriques de Nesterenko [76, 124] si nous oublions que, dans
cette limite singuliere non linéaire, des ondes périodiques sont prévues plutot que des ondes
solitaires. L’émetteur a impact, décrit dans le § (IV.4), n’est malheureusement pas adapté
pour engendrer des ondes périodiques*!, et nous ne pouvons espérer que ce type d’onde ap-
paraisse spontanément. A nos précisions de mesures pres, les impulsions sont capables de
voyager sur des distances plus grandes que dix fois leur taille tout en conservant leur forme

et leur vitesse, cela signifiant par dela méme qu’ils sont relativement stable.

IV.7.4 Discussion

Dans ce paragraphe, nous comparons nos résultats avec ceux obtenus antérieurement par
Lazaridi et Nesterenko [77].

Ils ont observé la propagation de trains d’ondes, composés de plusieurs ondes solitaires,
dans une chaine de billes en acier lorsqu’aucune force statique n’est appliquée. Dans leur

41. I’accrochage entre le mouvement de la bille « mobile » et le piston du vibreur est comprise entre 70 et
110 Hz. Cette fréquence est a comparer avec la fréquence des ondes périodiques non linéaires, c.-a-d. d’apres

PEq. (IV.44) & V| py=0 /(27 RV/10).
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expérience, I'impact initial était beaucoup plus violent (la masse impactante était cinq fois
celle d’une bille de la chaine, et sa vitesse 1 m/s, c.-a~d. plus de deux fois la vitesse de
notre bille impactante), ce qui explique que plusieurs ondes solitaires soient émises dans le
systeme. En outre, ils n’ont pas fait varier 'intensité de I'impact initial. Ils ont aussi réalisé
des expériences similaires [99, 100] pour une chaine de billes soumises a une force statique
non nulle de 2 et 20 N. Le résultat intéressant est que les excitations observées avec une
force statique de 2 N sont quasiment identiques a celles observées sans aucune force statique
appliquée, ce comportement étant confirmé par des simulations numériques.

Lazaridi et Nesterenko [77] ont enregistré 'arrivée du train d’ondes a l'extrémité de la
chaine et ont comparé sa forme avec celle obtenue a ’aide de simulations numériques. Ces
dernieres comprenaient la modélisation de ["impact sur la premiere bille de la chaine de la
masse impactante utilisée pour émettre le train d’ondes. La vitesse de la premiere impulsion du
train d’ondes n’a pas été mesurée mais les intervalles de temps entre les impulsions successives
ainsi que leurs amplitudes respectives ont été mesurés et ont été comparés aux prévisions
théoriques pour une chaine de 20 billes. [’accord était alors seulement qualitatif pour une
chaine plus longue de 40 billes. Dans tous les cas, la comparaison entre la forme des impulsions
était simplement qualitative.

Notre dispositif expérimental permet de faire varier 'amplitude des impulsions émises dans
une gamme relativement large, typiquement de 1 a 20, et de réaliser une étude systématique
de la forme et de la vitesse des ondes en fonction de leur amplitude maximale. Dans nos
expériences, la chaine est constituée de 51 billes et ’accord avec la théorie est excellent a la
fois pour la vitesse des impulsions et leur forme complete. De plus, nous ne confirmons pas
la forte atténuation de I'amplitude de 'onde observée par Lazaridi et Nesterenko dans une
chaine de 40 billes.

Une interprétation possible de ces différences est la suivante. Dans leur expérience, la
chaine est constituée de billes, de 4,75 mm de diametre, contenues a l'intérieur d’une tube
en quartz de 5 mm de diametre intérieur. Les billes peuvent alors se déplacer relativement
facilement par rapport a ’axe du tube et perdent alors probablement de I’énergie lorsque, sous
leffet de 'impact initial, elles heurtent 'intérieur du tube. Cet effet est renforcé si la longueur
de la chaine augmente. Dans nos expériences, les billes sont contenues a 'intérieur d’une gorge
rectiligne précisement fraisée, au 2/100mede millimetre, & I'intérieur d’un morceau de Teflon.
Ainsi, pour nous, les collisions des billes sur les murs les contenant n’interviennent pas. De
plus, le couplage acoustique entre 'acier et le Teflon est beaucoup plus faible que celui entre
acier et le quartz 2.

IV.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une expérience sur une chaine de billes identiques, en
contact, soumises ou non a une force statique. Par I'intermédiaire d’un émetteur & impact, nous
avons été capable d’envoyer, a l'intérieur de la chaine, des impulsions de grande amplitude,
c.-a-d. avec une amplitude dynamique beaucoup plus importante que celle de force statique.

Notre dispositif expérimental permet de faire varier la force statique appliquée a la chaine
ainsi que ’amplitude des impulsions. Nous complétons les travaux de Lazaridi et Nesterenko

42. Dans les deux cas, une dissipation de nature acoustique a inévitablement lieu: les billes rayonnent de
Pénergie acoustique dans tout le bati.
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[77, 99, 100] par une étude systématique et quantitative de la vitesse et de la forme des ondes
solitaires.

A Dextrémité de la chaine, nous avons enregistré I’évolution de la force exercée, au cours
du temps, sur un capteur de force dynamique et comparé ce profil expérimental de I'impulsion
avec les prévisions théoriques de Nesterenko [76]. Lorsque la chaine n’est soumise & aucune
force statique, 'accord est alors tres bon, excepté pour les excitations de tres petites ampli-
tudes. Pour une force statique non nulle, les prévisions théoriques sont en tres bon accord
avec les observations expérimentale. Dans tous les cas, aucun parametre ajustable n’a été
introduit dans 'analyse des résultats expérimentaux.

En présence ou non d’une force statique appliquée, la vitesse d’une onde semble étre pré-
vue par la théorie de facon tres précise. Les mesures de vitesse, pour des forces appliquées non
nulles, se répartissent sur une seule et méme courbe représentée en fonction de variables adi-
mensionnées. Nous soulignons la encore que, comme pour le profil de 'onde, aucun parametre
ajustable n’a été utilisé.

Dans tous les cas, la taille typique des excitations est de 'ordre de 4 & 5 billes, ce qui est
suffisant pour vérifier ’approximation de grande longueur d’onde. Cette taille représente aussi
environ un dixieme de la longueur totale de la chaine, signifiant par la méme que I'impulsion
se propage sur une distance grande devant sa taille tout en conservant sa forme et sa vitesse.
Ce travail met ainsi tres clairement en évidence la propagation d’ondes solitaires non linéaires,
a 'intérieur d’une chaine de billes en contact de Hertz, méme dans la limite de force statique
nulle.
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Chapitre V

Instabilités d’une couche de matiere
granulaire vibrée
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V.1 Introduction

Lorsqu’une couche horizontale de matiere granulaire est soumise & un mouvement vibra-
toire vertical, elle présente des comportements trés variés [1, 129], tels que I'apparition de
rouleaux de convection [6, 130, 131, 132], la formation spontanée d’un tas [5, 133, 134, 135,
136, 137] et de poches d’air [138], les excitations de la surface libre (pour un résumé voir
la Ref. [8]) et la fluidisation [10, 11, 12]. Plusieurs mécanismes peuvent étre a 'origine de
ces phénomenes: d’une part, la convection induite par le frottement des particules sur les
parois latérales du récipient ou par la présence d’un gaz intersticiel, e.g. I’air, et d’autre part,
la dissipation d’énergie due aux collisions inélastiques et aux frottements solide—solide entre
particules. Quand D'accélération du récipient est plus grande que celle de la gravité, diverses
structures peuvent apparaitre a la surface de la couche de grains. La nature de ces structures
dépend, en particulier, du parametre sans dimension A = h/d ot h est la hauteur moyenne
de la couche de grains et d la taille typique d’une particule.

Lorsque la couche de grains est suffisamment épaisse®, un tas se forme spontanément 2
partir d’une surface initialement horizontale. Ce phénomeéne a plusieurs causes possibles: la
convection des grains induite par leur frottement sur les parois latérales du récipient [137, 140]
ou la convection due a la présence d’un gaz intersticiel, c.-a-d. lair [5, 140, 141]. Bien que des
études numériques 2D aient modélisé les mouvements convectifs [64] et la formation d’un tas
[63] induits par la présence des parois, aucune simulation n’a tenu compte, jusqu’a présent,
des effets de I’air. Cependant, les effets du gaz intersticiel sont tres importants pour une
couche de grains relativement épaisse (A > d) composée de particules dont la taille typique
est suffisamment faible, c.-a-d. d < 1 mm [141]. En effet, dans le cas contraire, le gaz « suinte »
rapidement entre les grains et ne joue aucun réle sur la dynamique.

En plus des phénomenes intervenant a l'intérieur méme du milieu granulaire vibré, sa
surface libre peut présenter plusieurs comportements de nature ondulatoire. A la surface d’un
tas possédant une pente assez raide, des ondes progressives peuvent apparaitre provenant
principalement des mouvements convectifs induits par la présence de I’air et /ou des parois du
récipient [142]. Si la couche de grains est mince? et si la pente du tas est faible ou inexistante,
des ondes stationnaires sont observées a la fois en géométrie quasi-2D [7, 129, 143] et 3D dans
lair [144] et sous vide [145, 146]. Ces ondes stationnaires de surface proviennent soit d’une
« instabilité paramétrique® » [144, 145, 146, 147], de méme nature que celle observée dans les
fluides visqueux peu profonds soumis a des vibrations verticales [148, 149], soit de I'interaction
de cette derniére avec une « instabilité de doublement de période » [145]. Récemment, des
excitations localisées stationnaires, oscillant a la fréquence moitié de la fréquence excitatrice,
ont été observées sous vide [9, 150]. Pour toutes ces ondes stationnaires, les effets convectifs
dis a l'air et aux frottements sur les bords sont négligeables. Ces ondes proviennent d’une
part des corrélations entre les mouvements des grains, soumis a de nombreuses collisions, et
d’autre part du mouvement cohérent entre ’ensemble de la couche de grains et le récipient
[145].

A forte accélération, la couche de grains, qu’elle soit mince ou épaisse, subit uniquement

1. Approximativement, pour N > 10 — 20 [129, 139, 140].

2. Typiquement, pour N < 10 — 20 [129, 139, 140].

3. L’excitation est dite « paramétrique » car la force extérieure imposée module les fréquences propres du
systeme. Les ondes stationnaires correspondent alors a des modes d’oscillations de la surface libre et posseédent
la propriété caractéristique d’une excitation paramétrique : elles oscillent & la fréquence moitié de la fréquence
imposée.
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des bifurcations de doublement de période. Des états plus complexes apparaissent alors a 1D
[140, 147] et a 2D [145] (voir aussi les Refs [129, 139]), résultant de défauts spatiaux de type
« kink? » associés & la bifurcation de doublement de période. Ces défauts semblent étre des
états transitoires avant le régime chaotique. Contrairement a I'instabilité paramétrique, ces
instabilités « sous harmoniques® » sont telles que la fréquence d’excitation n’impose pas la
longueur d’onde des structures spatiales.

Dans ce chapitre, nous présentons une étude expérimentale qualitative de ’apparition de
nouvelles instabilités & la surface d’une couche horizontale, relativement épaisse (50 < N <
200), de matiére granulaire soumise & un mouvement vibratoire vertical. Les grains utilisés
sont non cohésifs, de forme quelconque, et possedent une taille typique relativement faible
(entre 60 et 200 pwm). La petite taille des grains permet une importante dilatation de la couche,
lors de son vol libre, et, par conséquent, rend prépondérant le role de Iair. La dynamique d’une
telle poudre doit étre fortement dissipative car le choix de grains de formes irrégulieres permet
d’augmenter la dissipation due aux collisions inélastiques et aux frottements solides. En effet,
pour des grains de forme réguliere et de surface rugeuse, la dissipation due au frottement
solide peut devenir négligeable lorsque la couche de grains s’est légerement fluidisée. Pour
des grains de forme quelconque, cette dissipation subsite jusqu’a ce que la fluidisation de la
couche devienne importante. Dans cet esprit, nos expériences different considérablement de
celles utilisant des grains de forme réguliere [137].

Le comportement dynamique de ce type de matériau granulaire s’avere tres riche puis-
qu’en plus des instabilités déja observées antérieurement (c.-a-d. la formation spontanée d’un
tas [5, 133, 136, 137] et les ondes progressives a sa surface [142]), nous observons "apparition
de nouvelles instabilités. A basse fréquence d’excitation, la formation de « cannelures » a la
surface du tas est observée, ainsi que la formation d’hexagones lorsque sa surface est hori-
zontale. A haute fréquence, la surface horizontale du matériau granulaire présente un régime
d’ondes stationnaires constituées de lignes de méme fréquence que la fréquence excitatrice.
Tous ces phénomenes ont pour origine les mouvements convectifs des grains dus a la présence
de l'air et sont indépendants des effets dus aux parois latérales. A plus haute fréquence, le
comportement des grains peut, en plus du régime convectif, provenir de différents mécanismes,
e.g. 'excitation paramétrique.

4. Un kink est un défaut spatial constitué de deux régions horizontales, de phases relatives différentes,
séparées entre elles par une discontinuité de phase.
5. Autre nom donné a I'instabilité de doublement de période.
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V.2 Dispositif expérimental

Un récipient, contenant une poudre granulaire, est fixé sur un vibreur électromagnétique
Briiel & Kjaer 4808. L’ensemble est monté sur un systéme a pieds réglables afin d’obtenir une
bonne horizontalité. L’excitateur engendre des accélérations verticales relativement propres®
et est piloté par un signal sinusoidal issu d’un générateur de fonction de précision en fréquence
supérieure a £0,6%. L’accélération du récipient est mesurée a I’aide d’un accélérometre piézo-
électrique (Briiel & Kjaer 4374) collé sur la partie haute du récipient. L’accélérometre est relié
a un amplificateur de charge (Briiel & Kjar 2635) lui méme connecté a un voltmetre permet-
tant la lecture de "amplitude de ’accélération du récipient. On place a "aplomb du récipient
une caméra vidéo (i2S iIMC562BC) ou un appareil photo (Nikon FA) permettant respecti-
vement d’enregistrer sur cassette vidéo (Maxell EX120) ou de photographier sur film (Ilford
400HP5) les divers comportements développés par le matériau granulaire. Une photographie
d’un tel dispositif expérimental est représentée sur la Fig. (V-1).

Fic. V-1 — Photographie du dispositif expérimental. Noter, en bas a droite, la présence du
récipient contenant la poudre.

Plusieurs récipients de formes circulaires (de 80 & 150 mm de diametre) ou carrées (de 80
a 150 mm de c6té) et de différentes hauteurs (de 3 a 150 mm) ont été utilisés. Ces récipients
sont remplis jusqu’a différents niveaux (typiquement de 50 & 200 couches de grains) soit par

6. Pour la gamme de fréquence f utilisée (10 < f < 300 Hz), Paccélération horizontale a été mesurée
inférieure a 1,3% de la composante verticale.
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7 ou de silice®, soit par du sable du Gange. La granulométrie

de la poudre d’alumine pure
de ces matériaux varie de 60 & 200 um. Toutes les expériences sont réalisées en augmentant
ou en diminuant 'accélération pour une fréquence f fixée dans la gamme 10 — 300 Hz.
Les mouvements de la surface de la couche de grains sont observés soit directement, soit a
I’aide d’un stroboscope. Pour une excitation sinusoidale verticale du récipient, de fréquence
f, on définit le nombre sans dimension I' comme le rapport de I’amplitude a de ’accélération
du récipient sur 'accélération de la gravité g. Il existe donc deux parametres de controle:
la fréquence f des excitations verticales avec 10 < f < 300 Hz et « 'accélération » sans
dimension I' du récipient avec 0 < I' < 12.

Toutes les expériences présentées dans ce chapitre, sont réalisées avec de la poudre d’alu-
mine dont la dispersion en taille est comprise entre 60 et 120 pm. Cependant, la majorité des
comportements développés par cette poudre sont aussi observés pour la poudre de silice et le
sable du Gange constitués aussi de grains de formes irrégulieres? et possédant typiquement
la méme distribution en taille. Nous avons observé les mémes types de comportement quel
que soit le récipient utilisé, mais les résultats présentés ici concernent, sauf contre indications,
un récipient cylindrique de 120 mm de diametre intérieur et de 10 mm de profondeur rempli
par environ 40 g de poudre d’alumine. Le récipient est fabriqué a 'intérieur d’un seul bloc de
duralumin afin d’obtenir des mesures précises. La poudre est étalée a I'intérieur du récipient
de facon a obtenir une hauteur relativement homogene. Une petite partie de la poudre est
trempée dans de ’encre provenant d’une cartouche de stylo—plume et est séchée a 200 ° C en-
viron pendant une heure. Cette poudre colorée pourra étre mélangée (en une petite quantité
de l'ordre de 1%) lorsqu’il sera nécessaire de visualiser plus clairement les mouvements des
grains.

V.3 Formation spontanée d’un tas de sable

A f fixé, on augmente lentement ’accélération I' & partir de la valeur nulle. La couche de
particules est quasiment rigide et la surface libre horizontale est stable. Lorsque I' dépasse une
valeur critique I';, les grains commencent a bouger et la surface libre horizontale du matériau
granulaire devient alors instable. Les grains s’auto-organisent d’eux mémes spontanément
pour former un unique tas symétrique, comme on le voit sur la Fig. (V-2a). Ce tas possede
un angle #; avec I’horizontal qui correspond a la configuration la plus stable au seuil de
instabilité 1. La pente du tas, c.-a-d. 'angle 8, est déterminée par I’équilibre dynamique
entre les grains constituant les avalanches de surface et la circulation interne des particules
fluidisées du bas vers le haut du tas (le régime d’écoulement convectif). Cette interprétation
a été proposée pour la premiere fois par Faraday [133] en 1831 et I'effet de fluidisation par
air a été récemment mis en évidence par Laroche et al. [5]. Nous avons vérifié le mouvement
de convection des grains, responsable de la formation du tas, en placant, a la périphérie du
tas, des particules colorées et en observant leurs trajectoires (voir la Fig. (V-3a)).

7. L’alumine est le nom donné a 'oxyde d’aluminium.
8. La silice est le nom donné au dioxyde de silicium.
9. Aucune mesure n’a été effectuée pour caractériser l'irrégularité de forme des grains.

10. Un tas de grains statique est caractérisé par un angle de repos statique 6, [151], par rapport a ’horizontale,
au dela duquel la tas perd sa nature solide puisque des avalanches apparaissent a sa surface. Pour un tas de
grains vibrés, on parle d’un angle de repos dynamique 84. Cet angle est comparable a 6., mais il est cependant
toujours inférieur a 6. [135, 136, 152] car la pente du tas reste stable lorsque 'amplitude des oscillations est
brusquement abaissée.
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FiGc. V-2 — Vue de dessus d’une série d’instabilités de la surface d’une couche, initialement
plane, de poudre d’alumine. Dans tous les cas, la fréquence d’excitation est fixée a f =42 Hz
et la masse de la poudre a l'intérieur du récipient est d’environ 40 g. (a) Formation spontanée
d’un tas unique, due aur mouvements convectifs, pour une accélération du récipient I' = 2,87
supérieure a I'.. (b) Apparition de cannelures ou d’ondulations a la surface du tas (I' = 3,17).
(c) Début de laffaissement du tas, pour une amplitude de vibration plus élevée (I' = 3,75).

(d) Séparation du tas en plusieurs petits tas cannelés a beaucoup plus grande amplitude de
vibration (I' = 4, 16).
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Au seuil I'., nous constatons que le processus de convection est essentiellement confiné au
voisinage de la surface du tas (voir la Fig. (V-3b)). Juste au dessus du seuil I'. de I'instabilité
convective, nous observons qu’une infime partie des particules colorées entre dans la partie
centrale & la base du tas'!. Ainsi, au lieu d’une cellule convective torique, comme le supposait
Laroche et al. (voir la Fig. (5c) de la Ref. [5]), il apparait que I’écoulement convectif est limité
a I'intérieur d’une couche conique, comme le montre la Fig. (V-3b). Nous avons aussi répété
cette expérience avec un récipient pratiquement sous vide. Pour de basses pressions, c.-a-d.
inférieures & 10 Torr1? environ, la formation spontanée du tas n’est jamais observée confir-
mant ainsi que Deffet de Pair est fondamental pour la formation d’un tas de fines particules
(voir aussi la Ref. [5]). Ce résultat est en accord avec les expériences [141, 146] montrant que
les effets de I’air sur la formation d’un tas convectif persistent jusqu’a des pressions d’environ
10 Torr et pour des grains de tailles inférieures & 1 mm.

04

(a) (b)

FiGc. V-3 — (a) Schéma en coupe de la condition initiale : a accélération nulle, on place de
la poudre colorée a la périphérie d’un tas initialement préparé. (b) Schéma représentant, en
coupe, les trajectoires, moyennées au cours du temps, des particules colorées, au seuil I'..
Le flux convectif interne (fléches en traits pleins) est compensé par les avalanches de surface
(fléches en traits pointillés).

Intuitivement, ’accélération critique I'., 'angle de repos critique 8y ainsi que la forme
du tas doivent dépendre de nombreux parameétres (e.g. la fréquence de forgage, la taille, la
forme, la rugosité et la cohésion des grains). Pour tous les grains fins et « secs » 1? utilisés, nous
trouvons que le seuil de I’écoulement convectif est I'. = 1,17+ 0,06 et est indépendant de la
fréquence pour la gamme 20 — 120 H z. Pour cette gamme de fréquence, la valeur de I',. ne
dépend pas non plus de la forme, la taille et le type de grains utilisés [129, 136, 137, 138, 142].
Pour des fréquences plus importantes, I'. décroit légerement (e.g. a 160 Hz, I'. ~ 0,74+0,03).
L’angle de repos 8 est approximativement égal & 30° pour f =40 Hzet ' ~ 1,5 > T'.. A
plus hautes fréquences (f > 100 Hz), I'angle de repos diminue et finalement, vers environ
200 Hz, la surface devient plane. En ’absence d’effet des bords latéraux, le tas varie d’une
forme conique (e.g. pour le sable, et 'alumine a basse fréquence d’oscillations) & une forme
quasiment hémisphérique (e.g. pour la silice & basse fréquence et ’alumine a haute fréquence).

11. Pour cela, I'accélération est brutalement ramenée a zéro et, a ’aide d’un scalpel, on enléve délicate-
ment et successivement de fines couches de grains, en commencant par le haut du tas; la coupe se faisant
perpendiculairement & son axe de symétrie.

12. Le Torr ou mm de mercure vaut 133,3 N/m? ou Pascal.

13. Il faut entendre par grains « secs », un ensemble de grains non cohésifs sans liquide intersticiel, mais en
présence d’un possible gaz intersticiel tel que Iair.
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V.4 Ondes progressives a la surface d’un tas de sable

Pour I' plus élevé, c.-a-d. au dessus de I';, et pour des fréquences d’excitations inférieures
a 100 Hz, nous remarquons, vers le bas du tas, une brisure de pente donnant naissance a
un tas formé de deux pentes, celle en bas étant la plus raide. Au changement de pente, des
gonflements ou bosses apparaissent. Cette corolle circulaire de bosses a la surface du tas
reste initialement stabilisée a une certaine hauteur. Mais lorsque I' = I's, > I';, la corolle de
gonflements commence a monter le long de la pente du tas, sous la couche d’avalanche sans
interférer avec cette derniere. Cette onde progressive ainsi créée disparait au sommet du tas
et réapparait périodiquement ' & l'intersection des deux pentes. Ces ondes sont similaires &
celles observées par Pak & Behringer [142] pour des matériaux granulaires ayant un angle
de repos relativement élevé, c.-a-d. §; 2> 30", typiquement pour des grains non sphériques
ou rugueux. Cependant, ’étroite géométrie annulaire de leur expérience ainsi que la taille
relativement grande de leurs particules!® auront di masquer le phénomene de brisure de
pente.
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FiG. V-4 — Diagramme de bifurcation montrant les différentes instabilités de la surface libre de
la poudre d’alumine. Pour une fréquence donnée, les valeurs de I'. (courbe en traits pointillés),
I's, (courbe du milieu) et I's, (courbe du haut) sont respectivement les valeurs des seuils
d’apparition du régime convectif, des ondes progressives a la surface du tas (instabilité S1) et
des cannelures a la surface du tas (instabilité S3). Chaque barre d’erreur a une longueur totale
de 0,29 correspondant a Uincertitude sur la mesure de laccéleration a Uapparition des seuils.
Le poids de la poudre pour toutes ces expériences est de 40 g. Il existe, au—dela de la courbe
['s, en fonction de f, la transition vers les hexagones. Cette transition n’est pas indiquée sur
la figure.

14. Aucune mesure, concernant la valeur de cette période, n’a été effectuée.
15. La taille de leurs particules est comprise entre 0,2 et 2 mm, c.-a-d. 10 fois la taille de nos particules.
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Contrairement au seuil de convection I',, la valeur critique I's, pour I'apparition des ondes
progressives a la surface du tas dépend de la fréquence d’excitation. La valeur critique I'g, est
représentée sur la courbe du milieu de la Fig. (V-4) en fonction de la fréquence d’excitation.
Ces valeurs ont été mesurées soit en augmentant [, soit en le diminuant. Les seuils d’instabilité
['s, sont tres légerement hystérétiques. La dépendance de I's, avec la fréquence étend les
résultats de Pak & Behringer qui avaient montré expérimentalement que I'g, était fonction
de la taille des grains a fréquence donnée [142]. De méme 'interprétation du sens ascendant
de la propagation des gonflements a été donnée [142], mais leur formation, issue de la brisure
de pente du tas, restait jusqu’alors inconnue.

Il est & noter que l'instabilité 57 conduisant aux ondes progressives a la surface du tas est
fondamentalement différente de 'instabilité paramétrique conduisant aux ondes stationnaires
observées [144, 145, 147] pour de tres fines couches horizontales, c.-a-d. 6; = 0, de matiere
granulaire.

V.5 Cannelures a la surface d’un tas de sable

V.5.1 Observations

Si 'on continue a augmenter 'accélération, un nouveau phénomene remarquable se pro-
duit. Pour I' =1'g, > I's, > I';, un ensemble régulier de « rainures » et de « rides » apparait
le long de la surface libre inclinée (voir les Figs. (V-2b) et (V-5)): la surface conique du
tas est plissée a la maniere d’une « tole ondulée ». L’emplacement des rainures et des rides
alterne réciproquement et périodiquement avec une période beaucoup plus grande que celle
imposée par le vibreur. Ce phénomene de « cannelures » est relativement robuste et est insen-
sible aux petites perturbations extérieures ainsi qu’aux défauts d’horizontalité du systeme.
Ce phénomene a été observé aussi dans la poudre de silice et dans le sable tres fin du Gange.
Cependant, nous n’observons pas ce comportement lorsque ’expérience est répétée soit avec
des billes sphériques de verre ou de zirconium, toutes de diametres compris entre 0,5 et 3 mm.
Bien que l'action de convection due a I’air est tres amoindrie pour des particules de ’ordre du
millimetre 16, elle subsiste tout de méme donnant naissance 14 encore & la formation spontanée
d’un tas (voir aussi les Refs. [142]). L’absence de cannelure sur ce tas provient sans doute du
fait que le frottement entre deux grains sphériques est inférieur a celui intervenant entre deux
particules de forme irréguliere, et que par conséquent moins d’énergie est dissipée au cours
des nombreux contacts. Cela souligne 'importance de la dissipation d’énergie qui sélectionne
le motif présenté par le matériau granulaire en réponse a ’excitation qui lui est imposée.

Lorsque I'on augmente encore I, le tas s’affaise (voir la Fig. (V-2¢)) en créant a sa base
une multitude de petits monticules. Finalement, le tas se divise alors en plusieurs petits tas
cannelés interagissant entre eux de maniere désordonnée (voir la Fig. (V-2d)).

Il est & noter que tous ces comportements (et notamment le phénomene de cannelure) ne
sont pas observés lorsque 'expérience est répétée avec un récipient sous vide a une pression
inférieure a 10 Torr. Ainsi, les effets dis & ’air et & la forme irréguliere des grains semblent
étre tous deux nécessaires pour la formation de cannelures a la surface d’un tas.

Le valeur critique de I'g, est représentée sur la Fig. (V-4) en fonction de la fréquence

16. L’air est plus facilement piégée a ’intérieur d’une couche épaisse de matériau granulaire constituée de
grains de petite taille, cette propriété provenant de la viscosité de Dair [141].
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d’excitation. Comme pour I'g,, le seuil d’instabilité I'g, est tres légerement hystérétique.

FiG. V-5 — Grossissement de la Fig. (V-2b) mettant en evidence la série successive de « rai-
nures » et de « rides » a la surface du tas cannelé. Noter la présence des petits monticules, a la

base du tas, a Uextrémité des rainures. A Uextreme gauche de la figure, on voit 'accélérométre
collé sur la partie haute du récipient.
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V.5.2 Interprétations

L’origine des cannelures provient de l'intensification de I’écoulement convectif juste en
dessous de la surface du tas. En effet, pour des accélérations I' > I'g, et pendant une période,
il y a beaucoup plus de particules qui sont convectées vers le haut du tas que de particules
qui tombent, le long de la surface libre, a cause des avalanches. Cela a pour conséquence de
déstabiliser le tas. La symétrie azimutale le long du tas est alors brisée et I'angle de repos
devient dépendant de I’angle azimutal. Nous observons que la pente des rides est 1égerement
plus faible que la pente que possédait le tas juste avant ’apparition des cannelures, c.-a-d.
pour I'. < I' < I'g,, tandis que la pente des rainures est légerement plus grande. Cette
différence est suffisante pour accroitre les avalanches de surface qui sont compensées, en
retour, par I'augmentation de I’écoulement convectif. En insérant a la périphérie du tas cannelé
des particules colorées, nous observons que le mouvement est restreint a l'intérieur d’une
petite couche conique comprenant la surface libre du tas (voir le schéma de la Fig. (V-
3b)). Comme les rainures et les rides possedent des pentes de valeurs différentes, les taux de
particules tombant le long de ces deux pentes sont inégaux et donnent alors naissance aux
petits monticules & la base du tas a la fin des rainures (voir la Fig. (V-5)). En réponse a
cet effet, ’écoulement convectif local a la base du tas est alors affecté. Les rides deviennent
alors des rainures et wvice versa. Cette interprétation explique pourquoi nous observons une
alternance périodique entre les rides et les rainures. Au seuil d’instabilité, la longueur d’onde
de la cannelure, c.-a-d. la séparation angulaire entre le milieu de deux rides ou de deux
rainures successives, décroit lorsque la fréquence des vibration augmente. Ce comportement
est en accord qualitatif avec la formation de motifs dans d’autres systémes dissipatifs [153].

V.6 Hexagones et lignes a la surface d’un milieu granulaire
vibré

Si l'on continue & augmenter I' > I'g, , chaque petit tas cannelé de la Fig. (V-2d)) interagit
plus vigoureusement avec ses voisins, les tas de plus grandes tailles donnent alors naissance
a des tas de plus petites tailles de sorte que la hauteur de tous ces tas devient homogene.
Des nucléations et des anihilations'” interviennent sans cesse de facon chaotique. Un tel
ensemble de tas n’est donc pas une structure stable. Lorsque I' atteint une valeur critique
I'=Tyg >1Ts, >I'sy, > I'., un ensemble d’hexagones apparait, comme le montre la Fig.
(V-6). La transition de ’ensemble des tas, & base circulaire, vers les hexagones nous rappele
étrangement la construction de Voronoi—Dirichlet '® permettant de paver le plan avec des
polygones en partant de disques non nécessairement en contact (voir la Fig. (V-7)). Les
hexagones apparaissent « fluidisés » lorsqu’ils sont visualisés directement (voir la Fig. (V-
6a)). En utilisant, un stroboscope, a la méme fréquence que celle de ’excitation, on observe
aussi une phase « condensée » (voir la Fig. (V-6b)), difficilement visualisable directement
puisque la « durée de vie » de cette phase est 2 & 3 fois plus faible que celle de la phase
fluidisée.

17. Certains tas sont absorbés par leurs voisins, tandis que d’autres en créent.
18. Pour une telle construction, voir, par exemple, la Ref. [154].
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FiGc. V-6 — Instabilité de la surface plane de la poudre d’alumine de masse 40 g, pour f =
28 Hz et I' = 4,26. Fn haut : hexagones fluidisés visualisés directement ; en bas: hexagones
condensés visualisés avec un stroboscope de fréquence 28 Hz. On peut remarquer sur les deux
figures la présence de défauts (pentagones). La durée de la phase fluidisée est 2 a 3 fois plus

importante que celle de la phase compacte qui dure environ 5 a 6 s, lorsqu’elle est visualisée
avec le stroboscope.
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Pour une petite hauteur de poudre dans le récipient, c.-a-d. une masse d’environ 6 g,
la longueur d’onde des hexagones diminue lorsque la fréquence augmente de 20 & 50 H =z
environ. Au—dela, on n’observe plus d’hexagones. Pour une plus grande hauteur de poudre,
c.-a-d. une masse d’environ 40 g, les hexagones disparaissent a une fréquence plus basse,
c-a-d. f >~ 40 Hz. A fréquence et accélération données, la longueur d’onde des hexagones
augmente lorsque la quantité de poudre, a I'intérieur du récipient, augmente.

Enfin, pour des accélérations beaucoup plus grandes que le seuil d’apparition des hexa-
gones, les mouvements a l'intérieur de la poudre granulaire deviennent completement désor-
donnés.

Fic. V-7 — Schéma de principe du pavage de Voronoi, d’aprés la Ref. [15]]. Partant de
Uensemble de sommets des tas (ou sites), a base circulaire, on trace les médiatrices des sites
pris deux a deux. Les plus petites cellules tracées autour de chaque site réalisent un pavage
continu du plan. Flles permettent de définir la notion de proches voisins. On peut montrer
que, dans un plan, le nombre moyen de cotés d’un pavage aléatoire est sixz. Les défauts les
plus simples a partir des hexagones sont les pentagones et les heptagones.

Plagons nous maintenant a beaucoup plus haute fréquence, c.-a-d. f > 100H z, et au seuil
de I'instabilité convective I'.. L’angle de repos 8, de la poudre d’alumine diminue et finalement
vers 200 Hz, la surface devient plane. Pour ces fréquences, en augmentant ’accélération
au dela d’une certaine valeur supérieure a I'., nous observons'?, sur la surface plane, un
ensemble d’ondes stationnaires, constituées de lignes, oscillant a la méme fréquence que la
fréquence excitatrice (voir la Fig. (V-8)). Pour des accélérations beaucoup plus grandes que
le seuil d’apparition des lignes, le mouvement a l'intérieur de la poudre granulaire devient
completement fluidisé.

Ces motifs (lignes et hexagones) ressemblent & ceux observés a la surface des fluides vis-
queux excités paramétriquement [148, 149]. Cette apparente ressemblance provient de I'impor-
tante dissipation d’énergie présente dans le fluide visqueux ou dans le matériau granulaire. La
viscosité dans les fluides fournit la source de dissipation nécessaire a la selection des différents
motifs a la surface du fluide. Dans les milieux granulaires, ce sont les collisions inélastiques

19. A T’aide d’un stroboscope de fréquence identique a celle de ’excitation.
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et le frottement entre les grains qui jouent le role de la viscosité. Ainsi, la présence de par-
ticules a surfaces rugueuses et de formes quelconques permet d’augmenter considérablement
la dissipation d’énergie au sein du matériau. En outre, "apparition de lignes et d’hexagones
a la surface d’un matériau granulaire a déja été observée par Melo et al. [144, 145]. Cepen-
dant, nos « lignes » sont a la méme fréquence f que la fréquence excitatrice tandis que celles
observées dans les Refs. [144, 145] sont a fréquence moitié f/2. De plus, la nature de nos mo-
tifs spatiaux sont fondamentalement différents de ceux observés par Melo et al. Leurs motifs
proviennent principalement?® d’instabilités paramétriques de la surface libre d’une tres fine
couche de matiere granulaire, instabilités de méme nature que celles présentes a la surface des
fluides peu profonds: les instabilités paramétriques de Faraday. Nos motifs proviennent essen-
tiellement des mouvements convectifs des grains dis a la présence d’un gaz intersticiel, c.-a-d.
Iair. En effet, si 'on répete les expériences avec un récipient sous vide, c.-a-d. de pression
P < 10 Torr, d’une part, les hexagones ne sont jamais observés et d’autre part, les lignes de
fréquence f disparaissent au profit de lignes sous harmoniques, c.-a-d. de fréquence f/2, issue,
cette fois-ci, de I'instabilité paramétrique. Les motifs observés par Melo et al. apparaissent
A la fois avec un récipient sous vide?! [145] ou en présence d’air [144] car la hauteur de leur
couche de particules est trop faible et la taille typique de leurs particules trop grosse?? pour
que les effets dis a Pair soient prépondérants.

V.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en évidence 'apparition de nouvelles instabilités a la
surface d’une couche épaisse de matiere granulaire constituée de grains fins, de forme quel-
conque, soumise & une excitation sinusoidale verticale. A basse fréquence, des cannelures a la
surface d’un tas conique et des hexagones a la surface d’une couche horizontale ont été ob-
servés. A haute fréquence, la surface horizontale du matériau granulaire présente un régime
d’ondes stationnaires, constituées de lignes, oscillant & la méme fréquence que la fréquence
excitatrice. Tous ces phénomenes ont lieu pour des matériaux granulaires tres dissipatifs et
ont pour origine les mouvements convectifs des grains diis a la présence de ’air. A plus haute
fréquence, le comportement des grains peut, en plus du régime convectif, provenir de différents
mécanismes, e.g. 'excitation paramétrique.

Le comportement dynamique d’un matériau granulaire s’avere alors tres riche puisqu’en
plus des nouvelles instabilités décrites ci—dessus, ce matériau présente aussi d’autres insta-
bilités découvertes antérieurement [5, 136, 142]: la formation spontanée d’un tas (instabilité
convective (') et les ondes progressives a sa surface (instabilité 5y).

Le phénomene de cannelures a la surface du tas est tres intéressant car, mis a part le fait
qu’il rende le tas polygonal, il révele que I'intense mouvement convectif des grains est confiné
a ’intérieur d’une tres fine couche de matiere granulaire comprenant la surface libre du tas.

L’explication théorique de ces instabilités ainsi que le seuil « universel » (I'. ~ 1,17) des
mouvements convectifs semblent étre des problemes ouverts fort intéressants.

20. En réalité, leurs hexagones proviennent de I'interaction entre une instabilité de doublement de période et
Iinstabilité paramétrique, engendrant chacune deux fréquences de forcages effectives [145].

21. Leurs expérience sont réalisées a une pression de 0,1 Torr.

22. La hauteur adimensionnée N de leur couche de particules est telle que N < 20.
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Fic. V-8 — Instabilité de la surface plane de la poudre d’alumine de masse 100 g, a haute
fréquence (f =215 Hz), pour I' = 1,4 > I'., donnant naissance a Uapparition de lignes. Ces
ondes stationnaires, de méme fréquence que celle de Uexcitation, sont visualisées a 'aide d’un
stroboscope (f = 215 Hz). Dans ce cas, la formation spontanée du tas n'a pas eu lieu pour
' =T.. Le récipient utilisé est un récipient cylindrique de 96 mm de diamétre et de 48 mm
de profondeur.
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Annexe A

Fréquences propres des vibrations
radiales d’une sphere élastique
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Les résultats de cette annexe proviennent de la Ref. [13] et en particulier du probleme 3
de la page 91.

Pour des déformations adiabatiques 1, I’équation du mouvement pour un milieu élastique
isotrope est

P it s T ey = 20)

2q r r —
il i grad[div ], (A.1)

ol F est le module d’Young, o le ceefficient de poisson et p la masse volumique du matériau
constituant la sphere. En utilisant les coordonnées sphériques avec lorigine au centre de la
sphere, pour des vibrations radiales, u varie suivant le rayon et est uniquement fonction de
r et de t. Reportons la relation vectorielle Wi[div @] = Aii — ol [7‘_0% ﬁ] dans I'Eq. (A.1).
Le fait que u ne dépende que de r et t implique que rot @ = 0. L’équation du mouvement est
alors

0%u,

Jt?

' E(l-o
= cigrad, [div u,]  avec ¢f = (1+ U()(l - )2‘7)'07

(A.2)

c; représente la vitesse des ondes élastiques longitudinales pour le matériau constituant la
sphere. En définissant un potentiel ¢ pour le déplacement u,, tel que u, = u = d¢/dr, et
pour des oscillations périodiques en temps ¢ ~ e~ I'Eq. (A.2) devient

AN = %% (7‘2@) = k% avec k== (A.3)

r or c

Une solution de I’Eq. (A.3), qui prend des valeurs finies a l'origine, est ¢ = ésin(kr)e_m.
En utilisant la relation liant le tenseur des contraintes a celui des déformations, la composante
o, du tenseur des contraintes, représentant la composante radiale de la force agissant sur la
surface unité perpendiculaire & ’axe radial, est

0% F

2 2
) avec ¢ = ———— (A.4)

UTT:p|:<Clz_QC%> A¢+20 - 2p(1—|—0')7

ol ¢; représente la vitesse des ondes élastiques transverses pour le matériau constituant la
sphere. En utilisant I’'Eq. (A.3),

= —wip — 4 ——. (A.5)

A la surface de la sphere, la composante radiale de la force doit étre nulle, d’ot o, (R) = 0.
Cette condition aux limites conduit a
tan(k 1
an(kR) _ . (A.6)
kR 1_ (chl)

QCt

Les racines k de ’Eq. (A.6) déterminent les fréquences w = ke¢; des modes propres de vibrations
radiales de la sphere.
Soit X,, = k,R la n'*™ racine de I’équation transcendante (A.6), les pulsations propres
d’oscillations de la bille sont alors w, = X,,(¢;/R) et les fréquences propres v, = X, ¢;/ (27 R).
Pour une bille en carbure de tungsténe, de rayon R = 4 mm, avec ¢; = 3820 m/s et
¢; = 6380 m/s qui sont, respectivement, les valeurs des vitesses transverses et longitudinales
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du son dans le carbure de tungstene (voir les Eqgs. (A.2), (A.4) et le tableau de la page 16),
on peut résoudre numériquement I’Eq. (A.6). Les résultats sont alors présentés dans le Tab.

(A.1).

Mode | Racine de 'Eq. (A.6) | Fréquence | Période
n Xn v, en kHz | T, en ps
1 2,502 635 1,6
2 6,04 1533 0,6
3 9,27 2353 0,4
4 12,45 3160 0,3

TaB. A.1 — Période d’oscillation du mode n pour une sphére en carbure de tungsténe de rayon
R =4 mm.

La période d’oscillation du fondamental, pour une bille en carbure de tungstene de rayon
R, est donnée par

2 R R
Th=—Xx—~2,51—. AT
T X, T g (A7)
Pour une bille en carbure de tungstene de 4 mm de rayon, la période du fondamental vaut
1,6 ps. Cette valeur est satisfaisante puisque qualitativement la période d’oscillation d’une
bille doit étre inférieure mais du méme ordre de grandeur que le temps mis par le son pour
parcourir 2 fois le diametre de la bille, c.-a-d.

2R R
Tsorn =2 X — =4—. (A.8)
c c
Dans le cas d’une bille en acier inoxydable, de rayon R = 4 mm, avec ¢; = 3235 m/s et
¢; = 5200 m/s; on obtient en procédant de la méme facon que précédemment

Mode | Racine de 'Eq. (A.6) | Fréquence | Période
n Xn v, en kHz | T, en ps
1 2,423 501 2
2 6,02 1246 0.8
3 9.25 1914 0,5
4 12,44 2574 0,4

TaB. A.2 — Période d’oscillation du mode n pour une sphére en acier inoxydable de rayon
R =4 mm.

181



182



Annexe B

Ordre de grandeur de l'effet du
frottement de ’air sur le
mouvement de la bille
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On suppose que la mise en mouvement de la bille par la pesanteur crée un écoulement d’air
a grand nombre de Reynolds. De tels écoulements sont caractérisés par la prédominance des
effets dus a I'inertie sur ceux liés a la viscosité. On vérifiera a posteriori que cette hypothese
est bien satisfaite.

Une bille de rayon R et de densité p, tombant en chute libre dans ’air de densité p, et de
viscosité cinématique v subit 'attraction de la pesanteur et la force de frottement F}mtt due
a la résistance de I’air, selon

= mg ot Frron (B.1)
t

ol v est la vitesse de la bille, m = %WRSpb la masse d’une bille et g = 9,81 m/s? I'accéleration
de la pesanteur. La poussée d’Archimede a été négligée puisque p, < pp'. On se place, de
plus, dans le régime ou la chute libre est vraiment établie: on néglige dans I’Eq. (B.1), la
force de frottement de I’air agissant sur la bille au tout début de son mouvement? ainsi que
la force liée au « film » d’air a évacuer lorsque la bille s’approche tres pres du sol. Pour de
grands nombres de Reynolds (10° < Re < 10° — 10°), la force de frottement, qui s’oppose au
mouvement de la bille, vaut Fj..¢ = —Copam R?*0%/2 ou O est le ceefficient de trainée, qui
est constant pour notre gamme de Re, et vaut C & 0,45 [155]. Apres le régime transitoire
correspondant a I’équilibre entre le poids et la force de frottement, la vitesse de sédimentation
vs de la bille s’écrit, en annulant le terme de gauche de (B.1),

8 R pp
s= 1|2y, B.2
v 3 0.7 (B.2)

tandis que la durée 7 du régime transitoire est telle que

Vs
T~ —. B.3
p (B.3)

Ainsi, pour une bille en carbure de tungstene (p, = 14950 kg/m?>)® de 8 mm de diametre,
en chute libre dans I'air (p, = 1,2 kg/m? v = 1,53 x 107° m?/s a 20°C)*, on obtient
vs & 54 m/s; si nous calculons le nombre de Reynolds correspondant a cet écoulement, nous
trouvons Re = 3 x 10%. La condition de grand nombre de Reynolds est donc bien vérifiée.
L’ordre de grandeur de la durée du régime transitoire d’une bille lachée sans vitesse initiale
pour atteindre sa vitesse de sédimentation est 7 ~ 5,5 s!

Or, le temps {y nécessaire pour qu’une bille initialement & une hauteur hg, de 'ordre du
millimetre, vienne heurter le sol est, en négligeant la frottement de lair,

[2h
to = 70 <7 (B.4)

1. Pour tenir compte de la poussée d’Archimede, il faudrait substituer la masse m de la bille par la masse
apparente Mapp = %TFRS(pb — pa) dans la force de gravité.

2. Au tout début du mouvement, I’écoulement d’air, a petit nombre de Reynolds, exerce une force dite de
Stockes F' = 6mppv RV lorsque la sphére se déplace a la vitesse uniforme V dans I’air [155].

3. voir le tableau page 16.

4. Ces valeurs numériques sont issues des pages F-11 et F-13 du CRC Handbook of Chemistry and Physics,
edited by R. C. WEAsT, CRC Press, USA, 60th edition, 1981.
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Ainsi, la résistance de ’air apparait négligeable puisqu’elle « n’a pas suffisamment de temps »
pour compenser 'action de la gravité et pour donner a la bille une vitesse de chute constante
et égale & v;. Pour cela, il faudrait la laisser tomber pendant plus de 5 secondes, c’est—a—dire
d’une hauteur de 'ordre de 150 m!

D’autre part, pour la hauteur de chute, hg = 2 mm, considérée au Chap. II et conduisant
a une vitesse d’impact viy,, = v/2¢ho, nous pouvons calculer la perte moyenne d’accélération
Aa au cours de la chute libre d’une bille en carbure de tungstene dans I’air selon

- ;Cx (’;—Z) %. (B.5)

ol ()t = Vimp/2 est la vitesse de la bille moyennée entre l'instant du lacher et du premier
choc. Ainsi, d’apres I'Eq. (B.5), 'effet de frottement de ’air sur la bille au cours de la chute
libre conduit & une perte moyenne d’accélération Aa ~ 2 x 10™* m/s? négligeable devant
I’accélération de la gravité.

Ffrott
m

Aa:‘
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Annexe C

Ceceeflicient de restitution lors d’un
choc faiblement dissipatif

187



Le ccefficient de restitution € lors d’un choc entre deux corps est défini, d’apres I'Eq. (1.42),
comme le rapport entre les vitesses relatives avant et apres la collision.

Dans cet annexe, on obtient une expression analytique du ceefficient de restitution comme
une fonction de la vitesse d’impact et des constantes élastiques et viscoélastiques des ma-
tériaux des corps en collision. Cette expression est valable dans le cas d’une interaction de
Hertz viscoélastique non modifiée par la présence de la gravité et dans la limite faiblement
dissipative, c.-a~-d. ¢ — 1. On suppose, en effet, que I’énergie perdue lors du choc inélastique
est exclusivement due aux propriétés viscoélastiques des corps en collision et ne fait pas in-
tervenir les autres mécanismes possibles de dissipation (voir le § (1.4)). On suppose, de plus,
que la gravité est négligeable durant 'interaction.

La dynamique du contact lors de la collision entre une sphére et un plan est régie par
’Eq. (11.34) pour une force dissipative de nature viscoélastique d’Eq. (11.35). En négligeant
le terme de gravité et en considérant une interpénétration & > 0 entre la sphere et le plan,
I’Eq. (11.34) devient

d2$ 3/2

dz
—p—2z". C.1
Hrd (C.1)
ou m est la masse de la sphere, K le ceefficient de la loi de Hertz pour un contact sphere—plan
(voir 'Eq. (1.24)), p le coefficient de dissipation (cf. page 57) et v un nombre réel caractérisant
la nature linéaire (7 = 0) ou non-linéaire (v # 0) de la force viscoélastique.
L’équation (C.1) est adimensionnée en posant

x T
E=— et 1=t (C.2)

xmax xmax
xr .., interpénétration maximale entre la spheére et le plan, est calculée par le modele de

Hertz (en absence de dissipation et de gravité) et est fonction de la vitesse d’impact v;,, de
la sphere juste avant le choc selon ’Eq. (11.20). En utilisant ’'Eq. (I1.20) et les changements
de variables de I'Eq. (C.2), ’'Eq. (C.1) s’écrit sous forme adimensionnée

P 5oy di

- — _ _N”’Y .
-1t TG (C.3)
avec
5m )\ (27 +2)/5 3
8= % (E) ol s, (C.4)

Dans la limite faiblement dissipative (5 < 1 ou € ~ 1), le ccefficient de restitution peut
étre obtenu sous forme analytique par une méthode perturbative. En effet, I’énergie perdue
lors de la collision sera calculée en supposant que le mouvement en présence de dissipation
ne differe pas de facon appréciable de celui sans dissipation.

En multipliant I'Eq. (C.3) par (d&/d{) et en intégrant sur toute la durée de la collision 7,

nous obtenons
Td |1 fdi\* 1., T (dE\?
— |- = —352| dt = — / (—~) v dt. C.5
/Odt[2(dt) B ] oL \G) ¢ (€5)

Le membre de gauche vérifie les conditions initiales et finales: & ¢ = 0, (d&/df) =1 et & =10
et &t =71, (di/dt) = @ et & = 0. @ correspond a la vitesse de la sphére & { = 7 normalisée
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par sa vitesse initiale v;,,,. Le membre de droite de I’Eq. (C.5) correspond a ’énergie perdue
durant la collision.

Utilisons ’approximation faiblement dissipative pour calculer (dz/dt), c.-a-d. en annu-
lant le terme de droite de I’'Eq. (C.5) et utilisons les conditions initiales pour déterminer la

constante d’intégration du membre de gauche de ’'Eq. (C.5), et ainsi

LN (C6)

En changeant la variable d’intégration, pour le membre de droite de I’'Eq. (C.5), en Z, grace

a I’Eq. (C.6), 'Eq. (C.5) devient

1
W -1= —4ﬂ/ BTV 1 — #5/2d3. (C.7)
0

On a supposé, pour obtenir 'Eq. (C.7), que I"énergie dissipée pendant toute la durée de la
collision est le double de celle dissipée durant t € [0 ; 7/2]. L’intégrale dans ’'Eq. (C.7) est
évaluée par une fonction Betal, notée Bly, 2] oll y et 2z sont des réels avec des parties réelles
positives,
3 2 5 [ ey
B 2 ,g(’y—l—l) =35 IV 1 — 3523 Vy > —1. (C.8)
0

Comme @ correspond a la vitesse de la sphere, a la fin de la collision, normalisée par sa vitesse
initiale v;,,,, on a finallement

8 13 2
=la|=4/1—-=B|=, = 1 , C.9
c=1i \/ 5(3 20+ n) s ()
d’ou, avec € ~ 1,
4 3 2

~1—-—=-B|=, = 1 C.10
ex1-38[3 20 4] s (©10)
ol 3 est une fonction du rayon R et de la masse m de la sphere, du ccefficient de dissipation p,
des constantes élastiques de la sphere et du plan, de 'exposant de compression viscoélastique

v et de la vitesse d’impact de la spheére v;,,,, selon 'Eq. (C.4).
D’apres les Eqgs. (C.4) et (C.10), on note que € est indépendant de la vitesse d’impact

lorsque v = 1/4. La dépendance de € avec v;,,, est résumée dans le Tab. (C.1) pour les trois
valeurs de v traitées dans le modele dissipatif du § (11.6).

v 0 3 i
e=1-Clr VP a—cp | 1-chel | 1=,
C(v) 1,635 (3m)/° | 1 0092 (3m)/ | 1, 2562 (3m)'/?

TaB. C.1 — Dépendance du ceefficient de restitution € avec la vitesse d’impact vy, dans la
limite de faiblement dissipative (§ < 1) pour v = 0, 1/2 et 1/4. La loi d’interaction est
décrite par 'Eq. (C.3) et ne tient pas compte de la gravité lors du contact.

1. Voir ’Eq. (8.380.11) de la Ref. [25].
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Pour v = 1/2, on retrouve bien 'expression de € obtenu par Kuwabara et Kono (cf. les Egs.
(9) et (12) de la Ref. [33]). La généralisation de ’expression de ¢, énoncée dans cette annexe,
a n’importe quelle valeur de v montre que I’évolution de ¢ dépend fortement de I'exposant de
compression viscoélastique 7. Notamment, lorsque v;,,, — 0, € est indépendant de la vitesse
d’impact pour ¥ = 1/4, tend vers 1 pour v = 1/2 et vers 0 pour ¥ = 0. De plus, cette étude
confirme les estimations de Luding et al. sur la dépendance du ceeflicient de restitution avec
Vimp pour différentes valeurs de v (voir 'annexe de la Ref. [67]).

Enfin, vérifions que les parametres K /m et u/m utilisées pour trager I’évolution de € avec
Vimp (cf. la Fig. (11-12) du § (11.6)), d’apres les Eqgs. (C.4) et (C.10), satisfassent "approxi-
mation faiblement dissipative, c.-a-d. § < 1 ou € ~ 1. En utilisant les valeurs des parametres
K/m et u/m du § (11.6), on peut calculer les valeurs des coefficients C'(y) apparaissant dans
le tableau (C.1). Ces valeurs sont regroupées dans le Tab. C.2.

e
=

0 0
K/m (m'?s72) | 2,092 x 10" | 2,092 x 10'% | 2,092 x 102

w/m (m=7/s) 530 1,3 x 10 2,7 x 10*
C(y) (m/s)=4/5 | 112 x 1072 | 6,07 x 1072 | 2,62 x 102

TaB. C.2 — Valeurs des ceefficients de proportionnalité C(7y) entre (1—¢) et vz(:jp_l)/g) pour les

parameétres de simulations K /m et p/m utilisés dans le § (11.6) et pour v =0, 1/2 et 1/4.

L’approximation faiblement dissipative est ainsi bien vérifiée pour de telles valeurs de K'/m
et p/m et pour nos valeurs de vitesses d’'impact. En effet, bien avant que cette approximation
ne soit plus valide, c.-a-d. pour de trés petites vitesses dans le cas v = 0, 'Eq. (C.1) n’a plus
de sens car les effets de la gravité ne sont alors plus négligeables.
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Annexe D

Pourquoi la vitesse de ’onde de
déformation est—elle constante le
long de la colonne?
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Une comparaison entre ’expérience présentée dans le chapitre 111, et une expérience lége-
rement différente permettra de comprendre pourquoi la vitesse de propagation de 'onde de
déformation est constante le long de la colonne de billes.

Supposons que l'on s’intéresse a la propagation d’une onde de déformation engendrée
lors du choc d’une bille sur une colonne verticale de billes immobiles soumises au champ de
pesanteur (voir la Fig. (D-1)).

La colonne étant soumise a son poids, la force statique que ressentent les billes d’altitudes
élevées est alors moins importante que celle ressentie par les billes du bas de la colonne.
Ainsi, lorsque une bille est lachée sur cette colonne, une excitation dynamique est envoyée a
Iintérieur d’une colonne qui possede un gradient de force statique. Or, pour une chaine de
billes de rayon R soumise & une force statique Fp, on montre dans le chapitre IV que la vitesse
¢s; d’une onde linéaire de grande longueur d’onde (dans le régime non-dispersif), c.-a-d. la
vitesse du son dans la chalne, a pour expression

3 F 13 1/6
N [61%(1 = >] fo (O

ps étant la densité, F; le module d’Young et v; le ceefficient de Poisson du matériau constituant
les billes. Pour de I’acier inoxydable (cf. le tableau page 16) et des billes de 4 mm de rayon,

Csg =

I’Eq. (D.1) s’écrit ¢, = 408 X F01/6 m/s. Ainsi, le gradient de précontrainte a l'intérieur de
la chaine de billes impose a 'onde de se propager plus vite en bas de la colonne que dans sa
partie supérieure. Donc, dans une chaine de billes statique unidimensionnelle soumise a son
poids, la vitesse des ondes de déformation n’est pas constante le long de la chaine et croit
lorsque ’altitude diminue. Des simulations [101, 102, 156] & 1D et a 2D ont été récemment
réalisées sur ce genre de probleme. Sinkovits et Sen [101, 102] montrent que la vitesse ¢g des
ondes linéaires suit la loi ¢z ~ F01/6 tandis que la vitesse des ondes de forte amplitude est plus
grande que ¢, en bas de la colonne et tend vers ¢, lorsque laltitude augmente.

QO

altitude force
l , statique
+ z=Ng¢g
- z=0 \
w7

Fic. D-1 — Impact d’une bille sur une colonne de N billes, chacune de diamétre ¢ = 2R,
soumises au champ de pesanteur.
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Revenons maintenant a ’expérience présentée dans le chapitre III. Pour une colonne de
billes en contact en chute libre, la raison pour laquelle la vitesse des ondes de déformation est
constante le long de la chaine et ainsi indépendante du nombre de billes de la colonne ou de
laltitude est assez simple. L’équation (D.1) n’est valable que si la chaine est soumise a une
précontrainte statique avant que 'excitation dynamique ne débute. Or, pour notre probleme,
au moment ou 'excitation dynamique débute, c.-a-d. lorsque la colonne de billes commence
son interaction avec le capteur, toutes les billes de la colonne sont en contact mais ne sont pas
précontraintes. Ainsi, il semble raisonnable que la propagation de 'onde de déformation le
long de la colonne se fasse a vitesse constante. L’expression analytique de la vitesse de telles
ondes sera obtenue dans le § (I11.6.5).
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Annexe E

Longueur de pénétration d’une
onde plane
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Considérons une onde plane unidimensionnelle, de fréquence f, se propageant dans un
milieu 1 semi-infini. L’amplitude de vibration u; de cette onde s’écrit

g~ eilse=2mt) (E.1)

ot 72 = —1, ¢ étant son nombre d’onde, z sa direction de propagation et ¢ la variable
temporelle. Supposons que cette onde incidente arrive perpendiculairement & un milieu 2 semi-
infini et soit completement réfléchie par ce dernier. Le nombre d’onde ¢; de 'onde transmise
dans le milieu 2 est alors [157]

Qt:%‘l’ja ) (EQ)
ou «a est un nombre réel que ’on note & = 1/L. L’onde transmise u; a pour expression
uy ~ egiem it gmaw (E.3)

Ainsi bien que le milieu 2 soit tel qu’il ne réponde pas a cette excitation, il absorbe tout de
méme l'onde sur une distance L, appelée « longueur de pénétration » ou « longueur d’ab-
sorption ». Si le milieu 2 est un réseau unidimensionnel (comme au Chap. 1V), de maille
a, ce milieu possede une fréquence de coupure f.. La variable spatiale continue x est alors
remplacée par la variable dicrete n X @ ot n est un nombre entier. Dans le cas d’un réseau

unidimensionnel de masses ponctuelles reliées par des ressorts linéaires, le nombre d’onde ¢
est alors [158]

p
G = =+ j=Argcosh [i] pour f > fe . (E.4)
a “a J

C

ot Argcosh [X] est 'argument du cosinus hyperbolique de X'. En identifiant ’'Eq. (E.2) avec
I’Eq. (E.4), la longueur de pénétration L de I'onde dans le milieu 2 est

1

—-_1
bEas 2 Argcosh {%}

D+

pour f> f.. (E.5)

Appliquons ce résultat au cas du réseau de billes en acier du Chap. IV. En régime linéaire,
la fréquence de coupure f. de ce réseau est telle que f. = 16,2 X F01/6 kHz ou Fy est la force
de compression statique (voir le Chap. IV). La maille du réseau est « = 2R ot R = 4 mm est
le rayon d’une bille. L’évolution de L en fonction de f/f. est représentée sur la Fig. (E-1).
Lorsque f — f., 'onde plane se propage infiniment a l'intérieur du réseau et on a L — oo.

Ainsi, par exemple, pour f. = 23,7 kHz, une onde incidente de fréquence f = 24 kHz
pénetre dans le réseau de billes sur une distance L = 2,5 ¢m, tandis qu’une onde de fréquence
f = 30 kEHz pénetre sur une distance L = 0,3 em. Par conséquent, lorsque 'on fait une
mesure a 0,3 e¢m de linterface entre les deux milieux, la fréquence de coupure du réseau
semble étre de 30 kH z au lieu de 23,7 kH z.

Les mesures de fréquence de coupure effectuée au Chap. IV ont été réalisée a 40 cm de
I'interface entre les deux milieux. En utilisant, 'Eq. (E.5) avec @ = 8 mm et L = 40 cm,
la fréquence de coupure apparante du réseau, due a l'effet de pénétration, est 1,00005 x f..
La fréquence de coupure la plus haute® pour le réseau de billes en acier étant f. ~ 38 kH z,

1. Pour Fo =170 N.
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la fréquence de coupure mesurée expérimentalement semble alors augmenter de 2 Hz par
rapport a cette valeur calculée. Il en est de méme pour un réseau de billes en verre dont
la fréquence de coupure la plus haute, cad pour Fy = 170 N, est f. ~ 44 kHz. L’effet de
pénétration de I'onde dans le réseau apparait donc négligeable pour les mesures de fréquence
de coupure du réseau a une distance de 40 em de 'interface entre les deux milieux.

3,

FiGg. E-1 — Longueur de pénétration L d’une onde linéaire de fréquence f > f. dans un réseau
de fréquence de coupure f.. Cette figure a été tragée pour un réseau de maille a = 8 mm (cf

U'Eq. (E.5)).
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