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R�esum�e de la th�ese

L��etude de la mati�ere granulaire a connu un regain d�int�er�et parmi les physiciens au cours
de ces derni�eres ann�ees ��� ��� Les probl�emes consid�er�es concernent principalement la statique
�g�eom�etrie et compacit�e des empilements� contraintes statiques �	� ��� ou les �ecoulements
�convection ��� ��� excitations de la surface libre ��� 
� ��� �uidisation ��
� ��� ���� des mat�eriaux
granulaires� Le sujet de cette th�ese se situe �a un niveau interm�ediaire et concerne la dynamique
du contact entre deux grains et l��etude de la propagation des d�eformations au sein d�un milieu
granulaire� Le r�ole des contacts appara��t fondamental pour l��etude d�un tel milieu puisque les
�� informations �� �ondes de compression dans du sable� lignes de force dans un empilement� ����
ne peuvent transiter que par l�interm�ediaire de ces contacts� De m�eme� le r�ole des collisions
in�elastiques entre deux grains s�av�ere d�eterminant pour la compr�ehension du comportement
dynamique d�un milieu granulaire� Dans cet esprit� l��etude des collisions binaires normales
�voir le Chap� II� peut faciliter la compr�ehension des propri�et�es de ces contacts et constitue
une premi�ere �etape vers l��etude des collisions �a plusieurs corps �voir le Chap� III� ou des
milieux granulaires vibr�es �voir le Chap� V�� Cette th�ese s�est d�evelopp�ee autour des quatre
exp�eriences r�esum�ees ci�dessous�

Chap� I Dans cette introduction g�en�erale� nous rappelons rapidement la th�eorie de Hertz
du contact entre deux corps �elastiques� ainsi que son extension directe � la th�eorie de l�impact
normal entre deux corps �elastiques� L�approche de ces th�eories est� dans un premier temps�
r�ealis�ee �a partir d�arguments dimensionnels a�n de s�a�ranchir de la lourdeur des expressions
math�ematiques �provenant de la g�eom�etrie des corps en contacts� tout en conservant la �� phy�
sique �� sous�jacente� Dans un deuxi�eme temps� nous �enon�cons les r�esultats de la th�eorie de
Hertz pour un contact et un impact entre deux sph�eres ou entre une sph�ere et un plan� Cette
th�eorie de l�impact �elastique ne tient cependant pas compte de l��energie dissip�ee au cours d�un
choc� Puisqu�en pratique de l��energie est toujours perdue lors d�une collision� nous examinons
alors les di��erents m�ecanismes possibles de perte d��energie au cours d�une collision�

Chap� II Dans une deuxi�eme partie� nous �etudions exp�erimentalement le comportement
d�une bille rebondissant sur un plan horizontal� massif et stationnaire� Initialement� la bille
est l�ach�ee sous l�e�et de la gravit�e� sans vitesse� d�une certaine hauteur au dessus de ce
plan� Lorsque la dur�ee d�une collision devient de l�ordre du temps de vol entre deux rebonds
successifs� c���a�d� �a la �n des rebonds� nous avons observ�e que la bille ne rebondit plus mais
oscille sur la surface� avec une p�eriode caract�eristique� avant de s�immobiliser� Une expression
analytique de cette p�eriode a �et�e obtenue et est en bon accord avec les r�esultats exp�erimentaux�
Nous avons aussi mesur�e� pour chaque rebond� le c��cient de restitution et la dur�ee de la
collision� Pour pratiquement tous les rebonds� le c��cient de restitution est essentiellement
constant et proche de �� Lorsque la vitesse d�impact vimp tend vers z�ero� c���a�d� pour les tous
derniers rebonds� nous avons observ�e une forte d�ecroissance du c��cient de restitution� De
plus� pour ces tr�es basses vitesses d�impact� la dur�ee de la collision est plus longue que celle
pr�evu par la th�eorie de Hertz� Une expression int�egrale de la dur�ee de collision a alors �et�e
obtenue�

Un mod�ele non dissipatif� fond�e sur une interaction non lin�eaire entre la bille et la surface
�le contact de Hertz�� donne des r�esultats en bon accord avec les exp�eriences lorsque la gravit�e
est prise en compte au cours de l�interaction� Ce mod�ele permet alors de d�ecrire �a la fois la
dynamique du contact de tous les rebonds et les oscillations de la bille sur le plan�

Les di��erents m�ecanismes de dissipation d��energie au cours d�un rebond ont �et�e expos�es�
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Nous avons soulign�e qu��a basse vitesse d�impact� ces pertes d��energie sont principalement dues
�a une dissipation visco�elastique� Un mod�ele num�erique dissipatif� fond�e sur un m�ecanisme
exclusivement visco�elastique� conduit �a une �evolution du c��cient de restitution similaire
�a celle obtenue exp�erimentalement� De plus� nous avons soulign�e que la forte d�ecroissance
du c��cient de restitution lorsque vimp � 
 ne provient pas de l�apparition d�un nouveau
m�ecanisme de dissipation� mais du fait que le syst�eme dissipe l��energie d�une fa�con di��erente �
lorsque la force de pesanteur est pr�epond�erante devant la force �elastique� le syst�eme dissipe
plus d��energie que lorsque la force de pesanteur est n�egligeable au cours de l�interaction�

Chap� III Dans une troisi�eme partie� nous �etudions la dynamique de la collision d�une
colonne de N billes avec un mur stationnaire� Initialement� les billes sont en contact et au
repos� et sont l�ach�ees sous l�e�et de la gravit�e d�une hauteur h� au dessus du mur�

Dans le cas d�un mur rigide et �a hauteur de chute �x�ee� nous avons montr�e exp�erimentale�
ment que la force maximale ressentie par le mur est ind�ependante du nombre de billes� Nous
avons aussi mesur�e� en fonction de N � la dur�ee de collision� la vitesse de l�onde de d�eformation
et un c��cient de restitution e�ectif de la colonne� Une onde de d�eformation est �emise au
d�ebut de la collision et se propage� vers le haut� le long de la colonne avec une vitesse ind�e�
pendante du nombre de billes� Cette vitesse est mesur�ee comme �etant un ordre de grandeur
plus faible que la vitesse des ondes longitudinales dans le mat�eriau constituant les billes� La
mesure du c��cient de restitution e�ectif de l�ensemble de la colonne montre alors que plus
le nombre de billes de la colonne est important� plus l��energie dissip�ee lors de la collision est
grande� De plus� nous avons soulign�e que l�ind�ependance de la force maximale avec N est
reli�ee �a la propagation de l�onde de d�eformation �a travers la colonne et d�epend de la rigidit�e
du mur� En outre� nous sommes capable de d�e�nir de fa�con pr�ecise le mot �� rigidit�e ��� Une
expression analytique de la vitesse de telles ondes a �et�e obtenue et est en accord avec les
r�esultats exp�erimentaux�

Un mod�ele num�erique non dissipatif� fond�e sur l�interaction non lin�eaire de Hertz� donne
des r�esultats en tr�es bon accord avec l�exp�erience� De plus� num�eriquement� nous avons mon�
tr�e qu�apr�es la phase de compression entre la colonne et le mur� les billes se s�eparent les
unes des autres avec des vitesses et des distances inter�billes tr�es di��erentes� Deux sortes de
d�etachements des billes de la colonne ont alors �et�e observ�e num�eriquement � un en dessous du
nombre critique N � � et un pour N � �� Pour N � �� les billes du haut de la colonne se
d�etachent les unes apr�es les autres de la colonne avec une vitesse plus grande que leur vitesse
initiale� Les billes du bas rebondissent alors� vers le haut� en bloc avec une vitesse inf�erieure
�a leur vitesse initiale�

Notre travail montre de plus que la collision de N billes in�elastiques avec un mur station�
naire �c���a�d� pas d��energie inject�ee au cours de la collision� est r�egie par deux m�ecanismes
fondamentaux � la dispersion d��energie �a travers toute la colonne et la dissipation d��energie
lors de la collision in�elastique� Le r�ole de la dispersion d��energie est de redistribuer l��energie�
au cours de la collision� �a l�int�erieur de tout le syst�eme� Cette redistribution d�epend essentiel�
lement de la loi d�interaction entre deux billes �c���a�d� la loi de Hertz pour des interactions
r�ealistes�� La dispersion d��energie �a travers le syst�eme conduit alors �a l�e�et de d�etachement
des billes de la colonne et �a une distance typique de s�eparation entre chaque bille� Nous avons
vu num�eriquement que cette distance typique augmente avec N � D�un autre cot�e� puisque de
l��energie est toujours perdue lors de la collision� la dissipation tend �a r�eduire cette distance
typique de s�eparation entre chaque bille� Nous avons vu exp�erimentalement que l��energie
dissip�ee augmente avec N � La dissipation et la dispersion sont par cons�equent deux e�ets
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antagonistes�

Finallement� ces m�ecanismes ne sont pas sp�eci�ques aux exp�eriences unidimensionnelles
et doivent �etre tr�es important pour les exp�eriences plus r�ealistes �a deux ou trois dimensions �
l�e�et purement dispersif �c���a�d� l�e�et de d�etachement des billes� est probablement un m�eca�
nisme pr�ecurseur de la �uidisation des milieux granulaires vibr�es tandis que la pr�epond�erance
des e�ets dissipatifs peut conduire �a la phase condens�ee �ou dite �� en amas ��� de ces m�emes
milieux�

Chap� IV La relation entre la force exerc�ee entre deux particules voisines et leur distance
d�approche est fortement non lin�eaire �contact de Hertz�� On peut alors s�attendre a des
e�ets importants des non lin�earit�es sur la propagation des ondes de compression dans ce
type de milieu� L��etude du comportement acoustique d�un r�eseau unidimensionnel de billes
�elastiques soumises a une contrainte statique pr�esente �a la fois un caract�ere non lin�eaire et
une structure discr�ete� Un tel syst�eme est int�eressant en tant qu�exemple de milieu granulaire
mod�ele ainsi qu�en tant que r�eseau non lin�eaire� L��etude de la propagation d�une onde de
compression d�amplitude moyenne ou forte dans une cha��ne de �� billes en acier� soumises �a
une compression statique� nous a permis de mettre en �evidence les r�esultats suivants �

� en r�egime lin�eaire� on retrouve les r�esultats classiques d�une cha��ne de masses ponctuelles�
reli�ees par des ressorts identiques� La vitesse de propagation des ondes de grandes longueurs
d�ondes� c���a�d� la vitesse du son dans le r�eseau� tout comme la fr�equence de coupure du r�eseau
d�ependent de la compression statique �a la puissance � ��

� en r�egime fortement non lin�eaire� des �etudes th�eoriques pr�edisent l�existence d�ondes soli�
taires supersoniques� qui conservent leur forme sur une distance de propagation grande devant
leur taille� Nous avons mis en �evidence la propagation d�impulsions de grande amplitude dans
la cha��ne� Nous avons pu mesurer la vitesse de ces ondes en fonction de leur amplitude et
la comparer favorablement �a sa valeur th�eorique� La forme des impulsions est aussi tout �a
fait conforme aux pr�edictions th�eoriques� ce qui permet de les identi�er aux ondes solitaires
annonc�ees�

Chap� V Dans une derni�ere partie� nous avons mis en �evidence l�apparition de nouvelles
instabilit�es �a la surface d�une couche �epaisse � de mati�ere granulaire soumise �a une excitation
sinuso��dale verticale� Les grains utilis�es dans cette exp�erience 	�D sont non coh�esifs� de forme
quelconque� et poss�edent un taille typique relativement faible �entre �
 et �

 �m�� La petite
taille des grains ainsi que l��epaisseur relativement importante de la couche rend pr�epond�erant
le r�ole de l�air� La dynamique d�une telle poudre doit �etre fortement dissipative� puisque le
choix de grains de formes irr�eguli�eres permet d�augmenter la dissipation d�ue aux frottements
solides et aux collisions in�elastiques entre grains� Le comportement dynamique des syst�emes
fortement dissipatifs �etant tr�es riche� nous esp�erions observer des ph�enom�enes nouveaux dans
de tels milieux granulaires hautement dissipatifs� Tel est le cas� puisqu�en plus des instabili�
t�es d�ej�a recens�ees dans la litt�erature� c���a�d� la formation spontan�ee d�un tas conique et les
ondes progressives �a sa surface� nous observons l�apparition de nouvelles instabilit�es� A basse
fr�equence d�excitation� la formation de �� cannelures �� �a la surface du tas est observ�ee� ainsi
que la formation d�hexagones� �a plus haute amplitude de vibration� lorsque le tas dispara��t et
la surface redevient horizontale� A haute fr�equence� la surface horizontale du mat�eriau gra�
nulaire pr�esente un r�egime d�ondes stationnaires constitu�ees de lignes de m�eme fr�equence que
la fr�equence excitatrice� Tous ces ph�enom�enes ont lieu pour des mat�eriaux granulaires tr�es

�� Approximativement� entre �� et ��� fois la taille typique d	une particule
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dissipatifs et sont ind�ependants des parois lat�erales du r�ecipient les contenant� Le principal
m�ecanisme pour leur formation est le mouvement convectif des grains induit par la pr�esence
du gaz intersticiel� c���a�d� l�air� En e�et� ces ph�enom�enes disparaissent lorsque les exp�eriences
sont r�ep�et�ees sous vide� Ces ph�enom�enes sont fondamentalement di��erents de ceux observ�es
�a la surface d�une �ne couche de mati�ere granulaire� et qui proviennent soit d�une �� instabilit�e
param�etrique ��� de m�eme nature que celles observ�ees dans les �uides visqueux peu profonds
soumis �a des vibrations verticales� soit de l�interaction de cette derni�ere avec une �� instabilit�e
de doublement de p�eriode ���
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Isaac Newton

��To see a world in a grain of sand
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Hold in�nity in the palm of your hand
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useless member of society� ��

Heinrich Rudolph Hertz�
Lettre �a ses parents� dat�ee

du �� Novembre ��	�

R� Dowson� History of Tribology� Longman�
London� ����� Annexe A��	� p� �������



I�� De la loi de Hooke �a la loi de Hertz� � �

La m�ecanique des corps solides� consid�er�es comme des milieux continus� constitue le conte�
nue de la th�eorie de l
�elasticit�e ��	� ��� ���� Les �equations fondamentales de cette th�eorie furent
�etablies dans les ann�ees �
�
 par Cauchy et Poisson�

Les corps solides se d�eforment� sous l�action de forces appliqu�ees� en changeant de forme
et de volume� Dans le cas de petites d�eformations et pour des corps isotropes� la th�eorie de
l��elasticit�e lin�eaire permet de trouver une relation lin�eaire entre les composantes du tenseur
de d�eformation et celles du tenseur des contraintes� La d�eformation du corps est alors pro�
portionnelle aux forces appliqu�ees� Cette loi� valable pour les petites d�eformations est connue
sous le nom de loi de Hooke� Si ces d�eformations sont de plus homog�enes� cette loi fait inter�
venir deux c��cients de proportionnalit�e � le module d
Young E et le coe�cient de Poisson

 du mat�eriau constituant le corps� Dans le cas d�une compression selon une seule direction�
le c��cient de Poisson s�interpr�ete comme le rapport de l�extension transverse sur la com�
pression longitudinale tandis que le module d�Young repr�esente le rapport de la pression de
compression longitudinale sur l�allongement relatif longitudinal selon

contrainte � E � d�eformation � �I���

Consid�erons maintenant deux billes sph�eriques de m�eme mat�eriau et de m�eme rayon R�
Lorsque ces sph�eres ne sont pas comprim�ees l�une contre l�autre� le contact a lieu en un point
O� comme le montre la Fig� �I����a��

F

F

δO

(a) (b)

Fig� I�� � �a
 � contact de deux billes identiques au point O en l
absence de force de com�
pression� �b
 � compression des deux billes sous l
action d
une force F � Le rapprochement des
centres des billes par rapport �a l
�etat non comprim�e correspond �a la distance d
interp�en�etration
not�ee ��

Lorsque les sph�eres sont comprim�ees l�une contre l�autre� une d�eformation locale appara��t
dans une petite r�egion de forme circulaire autour du point de contact initial O� Cette r�egion

��



sera appel�ee par la suite la r�egion de contact� En supposant R tr�es grand devant le rayon a
de cette r�egion� cette derni�ere peut �etre consid�er�ee comme une surface circulaire� On suppose
que ce plan tangent de contact reste stationnaire au cours de la compression et l�on note �
la distance de rapprochement des centres des sph�eres au cours de la compression �voir Fig�
�I����b��� � sera aussi appel�ee la distance d�interp�en�etration� Dans l��etat comprim�e� la force
F qui initialement agissait sur les sph�eres en un point O� est maintenant essentiellement
distribu�ee dans la r�egion de contact de volume a� ����� Soit P la pression moyenne agissant
sur la surface de contact� La loi de Hooke souligne que la d�eformation relative u entre les
deux sph�eres est proportionnelle �a la pression exerc�ee selon

P � E � u � �I���

o�u E repr�esente le module d�Young du mat�eriau constituant les billes� L�ordre de grandeur
de la d�eformation relative correspond au rapport entre le d�eplacement �a l�int�erieur de cette
r�egion sur la longueur typique de cette r�egion

u � �

a
� �I�	�

En utilisant le th�eor�eme de Pythagore et en n�egligeant � les termes d�ordres sup�erieurs en ��
on obtient facilement l�ordre de grandeur de la r�egion de contact

a �
p
�R � �I���

En supposant la distribution de force F homog�ene dans toute la r�egion de contact� la pression
exerc�ee sur chaque bille est

P � F

a�
� �I���

En introduisant les Eqs� �I�	� et �I��� dans l�Eq� �I��� et en utilisant l�Eq� �I���� le rapproche�
ment des centres des sph�eres s�exprime sous la forme

� �
�

F

ER���

����

� �I���

Cette loi� appel�ee loi de Hertz� montre que l�interp�en�etration entre les billes est une fonction
non lin�eaire de la force qui les comprime� La loi de Hooke appara��t donc comme l�ingr�edient
essentiel de la loi de Hertz� Finalement� en combinant les Eqs� �I��� et �I���� la taille de la
r�egion de contact est

a �
�
FR

E

����

� �I���

I�� � � � en passant par la dur�ee de collision

Consid�erons maintenant le cas o�u les deux billes pr�ec�edentes rentrent en collision l�une
avec l�autre� avec une vitesse relative vimp� En supposant que cette vitesse est beaucoup plus

�� Cette approximation revient 
a supposer que les d�eplacements des points de la sph
ere� d�us 
a la d�eformation�
sont n�egligeables en dehors de la r�egion de contact �voir la Ref� 
�����

�	



faible que la vitesse des ondes sonores �a l�int�erieur du mat�eriau constituant les billes� nous
v�eri�erons a posteriori que leurs vibrations peuvent �etre n�eglig�ees et qu�ainsi les expressions
obtenues dans le x I��� sous des conditions statiques� peuvent �etre utilis�ees� Il est �a noter que
la th�eorie de Hertz cesse d��etre valide bien avant que la vitesse relative des deux billes soit
de l�ordre de grandeur de la vitesse du son� puisque les d�eformations caus�ees par la collision
d�epassent d�ej�a la limite �elastique du mat�eriau �voir x I�	����

Le temps de collision est obtenu �a partir de la conservation de l��energie� au cours du
choc� �ecrite dans le r�ef�erentiel du centre de masse du syst�eme� Au cours de la collision�
l�interp�en�etration � varie et l��energie cin�etique associ�ee �a ce mouvement est

Ecin � m

�
d�

dt

��

� �I�
�

o�u m est la masse d�une bille et t le temps� L��energie potentielle de d�eformation des sph�eres
s��ecrit alors� d�apr�es Eq� �I���

Epot � F� � ����R���E � �I���

Juste avant l�impact� l��energie du mouvement relatif est

Ecin� � mv�imp � �I��
�

et la conservation de l��energie donne alors

mv�imp � m

�
d�

dt

��

' ����R���E � �I����

De cette �equation est d�eduite �max l�interp�en�etration maximale

�max �
�
mv�imp

E
p
R

����

� �I����

En utilisant l�Eq� �I���� et le fait que m � �R� o�u � est la densit�e du mat�eriau constituant
les billes� l�ordre de grandeur de l�interp�en�etration maximale par rapport au rayon d�une bille
est

�max

R
�

�
vimp

cl

����

� �I��	�

o�u cl �
p
E�� est la vitesse longitudinale des ondes sonores dans le mat�eriau constituant les

billes� �max sera par cons�equent tr�es inf�erieure �a R puisque nous avons suppos�e vimp � cl�
Le temps de collision � correspondant au temps pendant lequel les deux billes restent en
contact� est alors exactement deux fois le temps mis pour que � varie de z�ero jusqu��a sa valeur
maximale� En r�e�ecrivant l�Eq� �I����� le temps de collision est

� � �

Z �max

�

m���d�q
mv�imp � ����R���E

� �I����

��



En changant la variable d�int�egration de l�Eq� �I���� par w � ���max et en utilisant �I�����
l�ordre de grandeur du temps de collision s��ecrit

� �
�

m�

RE�vimp

����

� �I����

La dur�ee de la collision est ainsi d�autant plus grande que la vitesse d�impact est petite� En
utilisant l�Eq� �I����� l�Eq� �I���� devient

� � �max

vimp
� �I����

tandis que le temps de propagation ts que met le son pour parcourir une distance de l�ordre
d�un rayon de bille est

ts � R

cl
� �I����

Ainsi� en utilisant l�Eq� �I��	��

�

ts
�

�
cl
vimp

����

� �I��
�

Comme nous avons suppos�e vimp � cl� la dur�ee de collision est ainsi tr�es grande par rapport
au temps que met le son pour parcourir une distance de l�ordre d�un rayon de bille� Les modes
de vibrations de la bille ne sont ainsi pas excit�es e�cacement�

Nous avons obtenu �a partir d�arguments dimensionnels �a la fois le comportement de la
taille de la r�egion de contact et de l�interp�en�etration en fonction de la force de compression
ainsi que l��evolution du temps de collision et de l�interp�en�etration maximale en fonction de
la vitesse d�impact lors d�une collision entre deux sph�eres� Pour obtenir les expressions des
c��cients multiplicatifs� nous devons nous tourner vers l��etude de la th�eorie de Hertz�

I�� La th�eorie de Hertz

Durant les vacances de No�el �


� �a l�age de �	 ans� Heinrich Hertz � �etablit la th�eorie
statique du contact �elastique entre deux corps solides� en r�esolvant les �equations de l��elasticit�e
lin�eaire� Lorsque deux corps sont comprim�es� de fa�con statique� la th�eorie de Hertz� publi�ee
en �

� �� permet� sous certaines conditions� de d�eterminer la dimension de l�aire de contact
et la distribution des contraintes et d�eformations dans la zone de contact de ces deux corps ��
Ces r�esultats sont alors reli�es �a la pression de contact� �a la g�eom�etrie des solides et �a leurs
modules d��elasticit�e� Sa th�eorie du contact �elastique lui permit alors de d�evelopper une th�eorie
quasi�statique de l�impact normal entre deux corps �elastiques�

�� Pour un r�esum�e de l	ensemble de ses travaux voir la Ref� 
����
�� Pour une traduction anglaise de la publication originale voir la Ref� 
����
�� Les m�emes r�esultats furent obtenus� de fa�con ind�ependante� par J� Boussinesq 
��� en Janvier �����

��



I���� Th�eorie du contact entre deux corps �elastiques

Consid�erons deux solides qui amen�es en contact� ne se touchent qu�en un point ou le long
d�une ligne� Sous l�action d�une tr�es faible compression� ils se d�eforment au voisinage de ce
point ou de cette ligne de fa�con �a ce que l�aire de contact soit de dimension �nie et petite par
rapport aux dimensions des deux corps� La th�eorie du contact �elastique ��	� ��� ��� �
� pr�edit
alors la forme de cette aire de contact et les distributions de d�eformation et de contrainte des
deux corps au voisinage de la r�egion de contact�

Les hypoth�eses de ce calcul sont au nombre de quatre� Les surfaces de chaque corps sont
suppos�ees �etre sans frottements a�n que seule une pression normale puisse �etre transmise entre
ces surfaces� au cours de la compression� De plus� ces surfaces sont suppos�ees comme �etant
topographiquement lisses �a la fois sur l��echelle microscopique �absence de petites irr�egularit�es
de surface qui conduiraient �a un contact discontinu ou �a des fortes variations de la pression
de contact� et macroscopique �les pro�ls de surfaces sont continus dans la r�egion de contact
au moins jusqu��a leurs d�eriv�ees secondes�� Les dimensions signi�catives de l�aire de contact
doivent �etre petite par rapport aux dimensions de chaque corps et au rayon de courbure relatif
des surfaces� En�n� dans l�intention de calculer des d�eformations locales� chaque corps doit
�etre consid�er�e comme un milieu semi�in�ni�

Fig� I�� � Heinrich Rudolf Hertz ����	�����


Partant de l��equation de la surface de chaque corps au voisinage de leur point de contact�
Hertz �ecrit ensuite deux relations entre la distribution de la pression de contact et chaque
composante normale des d�eplacements des deux surfaces sous l�e�et de cette pression� En
combinant ces deux relations� Hertz remarque que la relation int�egrale ainsi obtenue est ana�
logue �a celle donnant l�expression du potentiel cr�e�e par une distribution de charges uniforme
�a l�int�erieur d�un ellipso��de fortement aplati� Cette analogie avec le probl�eme d��electrostatique
permet alors de d�eterminer la distribution de la pression �a l�int�erieur de la surface de contact
et de conclure que le domaine de contact est d�elimit�e par une ellipse quelque soit la g�eom�etrie
initiale des corps� Le rapprochement � entre les deux corps ainsi que les demi�axes de l�el�

��



lipse de contact sont alors d�etermin�es en fonction d�int�egrales elliptiques et de la force F qui
comprime les deux corps� Le principal r�esultat est que le rapprochement � est proportionnel
�a F ��� ou inversement la force pressante est proportionnelle �a ���� quelque soit la forme des
corps en contact� Nous pr�esentons ci�dessous les principaux r�esultats concernant le contact
entre deux sph�eres de m�eme rayon ou entre une sph�ere et un plan �

Contact sph�ere�sph�ere

Soit deux sph�eres de m�eme rayon R et de m�eme mat�eriau� La force de contact F s�exprime
en fonction de la largeur d�interp�en�etration � selon ��
�

F � k���� � �I����

o�u k d�epend uniquement du rayon des sph�eres et des c��cients �elastiques �module d�Young
Es et c��cient de Poisson 
s� du mat�eriau constituant les sph�eres selon

k 	
p
�R

	

Es

�� 
�s
� �I��
�

Le domaine de contact est un cercle de rayon a tel que ��
�

a �

�
F

k

����
r
R

�
� �I����

tandis que la pression maximale� Pmax� se trouve au centre de ce disque� est �egale �a une fois
et demi la valeur de la pression moyenn�ee sur ce disque et s��ecrit ��
�

Pmax �
	k���

�R
F ��� � �I����

Contact sph�ere�plan

Consid�erons le contact d�une sph�ere de rayon R avec un plan� La force de contact F
s�exprime en fonction de la largeur d�interp�en�etration � selon ��
�

F � K���� � �I��	�

o�u K d�epend uniquement du rayon de la sph�ere et des c��cients �elastiques �module d�Young
Ei et c��cient de Poisson 
i� des mat�eriaux constituant la sph�ere �i � s� et le plan �i � p��
et s��ecrit

K 	 �
p
R

	

�
�� 
�s
Es

'
�� 
�p
Ep

���
� �I����

Le domaine de contact est un cercle de rayon

a �

�
F

K

����p
R � �I����

��



tandis que la pression maximale� Pmax� se trouve au centre de ce disque� est �egale �a une fois
et demi la valeur de la pression moyenn�ee sur ce disque et s��ecrit ��
�

Pmax �
	K���

��R
F ��� � �I����

A�n d�eterminer un ordre de grandeur relatif des quantit�es ci�dessus� consid�erons le cas
d�une bille sph�erique pos�ee� sous l�e�et de la gravit�e� sur une surface plane poss�edant des
propri�et�es �elastiques similaires �a celles de la bille� Pour une bille en acier inoxydable� de rayon
R � �� � cm� reposant sur un plan de m�eme nature� la d�eformation de ces deux corps est�
d�apr�es les carat�eristiques de l�acier inoxydable �voir p� ��� et les Eqs� �I��	� et �I�����

a � 
� � mm � � 
� � �m � �I����

� est par cons�equent une quantit�e tr�es inf�erieure �a a�

I���� Th�eorie de l�impact normal entre deux corps �elastiques

�� ��� For two steel spheres as large as the earth� impinging with an initial velocity of
�
 mm�s� the duration of contact would be nearly �	 hours� ��

Heinrich Rudolph Hertz� J� reine und angew� Math�� ��������	� �����


La th�eorie de l�impact normal entre deux corps �elastiques est due �a H� Hertz � et est une
extension directe de sa th�eorie statique du contact �elastique sans frottements pr�esent�ee au
x �I�	���� Elle ne tient pas compte de la dissipation d��energie au cours de l�impact puisque
la compression �a l�endroit du contact est consid�er�ee comme �etant cr�e�ee graduellement et de
fa�con compl�etement r�eversible� La compression locale est ainsi consid�er�ee comme un e�et
statique� Cette th�eorie est dite quasi�statique dans le sens o�u les d�eformations sont suppos�ees
se restreindre au voisinage de l�aire de contact et �etre donn�ees par la th�eorie statique � les tr�es
l�eg�eres d�eformations engendr�ees par les ondes �elastiques �a l�int�erieur des corps impactants
sont ainsi n�eglig�ees et chaque corps est suppos�e se d�eplacer �a la vitesse du centre de masse
durant toute la dur�ee de l�impact� Ainsi� la collision binaire de Hertz est g�en�eralement d�ecrite
��
� ��� comme une collision entre deux corps parfaitement rigides� chacun �equip�e frontalement
d�un ressort ( la d�eformation �etant concentr�ee dans la partie d�eformable �les ressorts�� la partie
ind�eformable �les corps rigides� se d�epla�cant �a la vitesse du centre de masse� Nous examinerons
dans un premier temps les hypoth�eses de la th�eorie de l�impact de Hertz puis nous pr�esenterons
le cas de la collision normale entre une sph�ere et un plan�

Les hypoth�eses

La th�eorie de l�impact de Hertz est obtenue �a partir de la th�eorie statique de l��elasticit�e
lin�eaire� Elle doit v�eri�er par cons�equent �a la fois les hypoth�eses d��elasticit�e et de quasi�
staticit�e�

La limite �elastique est v�eri��ee si la collision se r�ealise sans dissipation d��energie � pas de
frottements� d��energie absorb�ee par les mat�eriaux impactants et de d�eformations plastiques
de ces derniers� En pratique� la plupart des mat�eriaux cessent de se d�eformer de fa�con �elas�
tique lorsque la contrainte maximale lors du contact est sup�erieure ou �egale �a la pression

�� Pour une traduction anglaise de la publication originale voir la Ref� 
����
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limite d��elasticit�e de l�un des deux mat�eriaux constituant les solides entrant en contact� Par
exemple� pour un contact entre deux sph�eres en acier� cette limite est d�epass�ee pour des
vitesses d�impact de l�ordre de 
� 	 m�s ��
� ���� la plupart des chocs entre m�etaux �etant
�elastique�plastiques pour des vitesses sup�erieures �a cette limite ��
�� Cependant� la th�eorie de
l�impact reste encore valide si le volume de la r�egion o�u a lieu la d�eformation plastique est
assez petit devant le volume qui est d�eform�e �elastiquement lors de l�impact ( en pratique cel�a
correspond �a des vitesses d�impact de l�ordre de huit fois la vitesse critique pour observer un
d�ebut d�indentation plastique �����

La limite quasi�statique impose que le champ des contraintes� �a l�int�erieur des corps im�
pactants� ne varie pas trop pendant toute la dur�ee de la collision� c�est��a�dire que l�in�uence
de la propagation des ondes �elastiques sur ce champ soit n�egligeable et notamment les oscil�
lations propres de chaque corps qui se cr�eent lors de la collision� Dans le cas de deux corps
de dimensions et de rayons de courbure de m�eme ordre de grandeur� e�g� deux sph�eres� cette
condition implique que la dur�ee d�impact doit �etre beaucoup plus grande que la plus longue
p�eriode de vibration propre d�une sph�ere �elastique ��	� ��� �	� ou que le temps n�ecessaire
aux ondes �elastiques pour traverser une distance de l�ordre de son diam�etre �voir annexe A��
Ces deux conditions �equivalentes exigent respectivement� d�apr�es Love ���� et l�Eq� �I��
��
que la vitesse d�impact soit su�samment petite devant la vitesse du son dans les mat�eriaux
constituant les corps en collision� selon

�
vimp

cl

����

� � � �I��
�

Dans le cas o�u l�un des deux corps est tr�es massif ou de dimension tr�es grande devant l�autre�
e�g� une sph�ere et un plan� le crit�ere de Love �Eq� �I��
�� n�est plus applicable puisque les
ondes �emises lors de la collision ne peuvent revenir au point d�impact� Dans ce cas� l�hypo�
th�ese de quasi�staticit�e est v�eri��ee si l��energie de vibration absorb�ee par le corps massif sous
forme d�onde �elastique est une fraction n�egligeable de l��energie totale d�impact ��
� �	�� Cette
condition correspond au crit�ere de Hunter ��
� �	�� qui se r�eduit essentiellement �a �

�
vimp

cl

����

� � � �I����

Ainsi� le crit�ere de Hunter �Eq� �I����� ou celui de Love �Eq� �I��
�� permet de d�eterminer la
vitesse d�impact limite au�dela de laquelle l�hypoth�ese de quasi�staticit�e n�est plus valable�
Cependant� la vitesse du son dans un m�etal �etant de l�ordre de �


 m�s �voir le tableau p�
���� bien avant que cette limite ne soit atteinte� les d�eformations dues �a la collision d�epassent
la limite d��elasticit�e des mat�eriaux� L�hypoth�ese d��elasticit�e est par cons�equent la condition
la plus restrictive de la th�eorie de l�impact de Hertz�

En gardant l�approche quasi�statique de Hertz� le probl�eme de l�impact d�une sph�ere sur
un plan ind�eformable a �et�e trait�e r�ecemment ���� sans n�egliger la d�eformation globale de la
sph�ere et en tenant compte de l�in�uence de la courbure locale de la surface sph�erique sur
l��evaluation de la force de contact r�esultante� La dur�ee de collision alors trouv�ee est plus grande
que celle obtenue par la th�eorie de Hertz mais la correction reste cependant peu importante 	�

�� Se reporter 
a la Ref� 
���� pour l	expression exacte de ce crit
ere�
�� L	�ecart relatif est de ���� pour une sph
ere en acier� de rayon � cm� heurtant le plan ind�eformable avec

une vitesse d	impact de � m�s�

��



La collision sph�ere�plan

L�expression analytique de la dur�ee d�impact� lors d�une collision entre deux corps� est
formul�ee dans de nombreux ouvrages ��	� ��� ��� �
�� Nous nous restreindrons ici �a pr�esenter
le cas de la collision entre une sph�ere et un plan�

Consid�erons une sph�ere de rayonR� de massem et de vitesse vimp rentrant en collision avec
un plan immobile� semi�in�ni et suppos�e sans frottement� D�es l�instant o�u la sph�ere rencontre
le plan� en un point de contact O� des forces de compression F apparaissent et donnent alors
naissance �a des d�eformations des deux corps au voisinage du point O� On notera� par la suite�
� la distance d�interp�en�etration entre ces deux corps� due aux d�eformations �elastiques� Au
cours de la collision� la vitesse de la sph�ere est alors modi��ee et s��ecrit

v�t� �
d�

dt
� �I�	
�

o�u t est le temps �a partir du d�ebut de l�impact� En utilisant la relation entre F et � donn�ee
par l�Eq� �I��	�� pour un contact �elastique statique entre une sph�ere et un plan� l��energie
potentielle de d�eformation s��ecrit� �a une constante pr�es�

Epot �
�

�
K���� � �I�	��

o�u K est le c��cient du contact sph�ere�plan de la loi de Hertz� En vertu de la conservation
de l��energie lors d�une collision �elastique� il vient�

d�

dt

��

'
�K

�m
���� � v�imp � �I�	��

Lorsque la vitesse v de la sph�ere s�annule �d��dt � 
�� l�interp�en�etration est alors maximale
pour

�max �

�
�m

�K

����

v
���
imp � �I�		�

Puisque le contact est parfaitement �elastique� la d�eformation est parfaitement r�eversible�
Ainsi� le temps que met l�interp�en�etration � pour passer de sa valeur initiale � � 
 �a �max

puis pour revenir �a sa valeur initiale� correspond au temps total de la collision � qui s��ecrit�
en utilisant l�Eq� �I�	���

� � �

Z �max

�

d�q
v�imp � �K

�m�
���

� �I�	��

En changeant la variable d�int�egration de l�Eq� �I�	�� par x � ���max et en utilisantZ �

�

dxp
�� x���

�
�

�
B
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�

p
�
!�����

!����
�
� �I�	��

avec B�y�z�� la fonction Beta � des r�eels positifs y et z� et !�z� la fonction Gamma � du r�eel z�
la dur�ee de la collision est

� �
�
p
�

�

!�����

!����
�

�
�m

�K

����

v
����
imp � �I�	��

�� Pour une d�e�nition de la fonction Beta voir l	�equation �������� de la Ref� 
����
�� Pour une d�e�nition de la fonction Gamma voir les �equations ������� et ������� de la Ref� 
����

	




En substituant l�Eq� �I���� et la densit�e de la sph�ere � � 	m����R�� dans l�Eq� �I�	��� on
remarque que la dur�ee de la collision est proportionnelle au rayon de la sph�ere et inversement

proportionnelle �a v
���
imp�

La force maximale Fmax ayant lieu au cours de la collision entre le plan et la bille est�
d�apr�es l�Eq� �I��	��

Fmax � K����max� �I�	��

En utilisant les Eqs� �I���� et �I�		�� l�Eq� �I�	�� devient

Fmax �

�
�m

�

����

K���v
���
imp� �I�	
�

En�n� Deresiewicz ���� a d�etermin�e num�eriquement l��evolution de l�interp�en�etration �
pendant la collision et a montr�e qu�elle pouvait �etre approch�ee selon

��t� � �max sin

�
�t

�

�
� 
 
 t 
 � � �I�	��

Pour une sph�ere en acier inoxydable de rayon R � �� � cm tombant d�une hauteur h sur
un plan de m�eme nature� l�ordre de grandeur du temps de collision est� d�apr�es les Eqs� �I����
et �I�	�� et les valeurs num�eriques du tableau p� ���

� � �	
 �s pour h � � m �

� � ��
 �s pour h � � mm �
�I��
�

tandis que l�interp�en�etration maximale est� d�apr�es les Eqs� �I����� �I�		� et le tableau p� ���

�max � 
� � mm pour h � � m �

�max � �
 �m pour h � � mm �
�I����

I�� La collision in�elastique

La th�eorie de Hertz de l�impact �elastique� pr�esent�ee au x I�	��� ne tient pas compte de
l��energie dissip�ee au cours d�un choc� Cependant� en pratique� de l��energie est toujours perdue
lors d�une collision� Cette perte d��energie� assimilable �a une dissipation e�ective� provient de
ph�enom�enes de di��erentes natures et est g�en�eralement quanti��ee par le c��cient de restitu�
tion �� d�e�ni� lors d�une collision binaire� selon

� 	 vf
vimp

� �I����

o�u vimp et vf repr�esentent respectivement les vitesses relatives avant et apr�es le choc� Les
deux cas extr�emes � � � et � � 
 correspondent� respectivement� �a la limite �elastique et
compl�etement in�elastique� Ce c��cient est g�en�eralement consid�er�e comme une constante
empirique inh�erente aux mat�eriaux entrant en collision� Mais� en r�ealit�e� il est fonction de
la vitesse d�impact �� et des dimensions des corps en collision� ainsi que de leurs propri�et�es

��� Observ�ee pour la premi
ere fois en ���� par Hodgkinson� la d�ependance du c��cient de restitution avec
la vitesse d	impact a �et�e �etudi�ee exp�erimentalement par Raman 
��� en �����
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�elastiques et visco�elastiques� Nous examinerons ci�dessous les di��erents m�ecanismes de perte
d��energie intervenant au cours d�une collision et conduisant ainsi �a une valeur du c��cient
de restitution inf�erieure �a l�unit�e�

Singularité
au contact

Excitations
des modes

 de vibrations

Aspérités de
surface

(rugosité) Déformations
 plastiques
(fractures)

Pertes
visco-

élastiques

Energie perdue
due à "l'inélasticité"

Energie de vibration
(friction interne)

Autres modes
de dissipation

Energie cinétique
lors du choc

Energie cinétique
du rebond

Energie dissipée
lors du choc

Rayonnement
d'ondes de

surface et de
volume

Fig� I�	 � Sch�ema retra�cant les divers m�ecanismes de dissipation possible lors d
une collision
r�eelle entre une bille et un plan immobile�

Consid�erons le cas non restrictif d�une sph�ere entrant en collision normale avec un plan
immobile� Le choc est �elastique si toute l��energie cin�etique de collision est convertie en �energie
de d�eformation �elastique� lors du processus de d�eformation� puis reconvertie en �energie cin�e�
tique pour que la bille rebondisse� En pratique� une tr�es faible quantit�e d��energie est toujours
dissip�ee lors d�un tel cycle de charge et de d�echarge� Plusieurs m�ecanismes peuvent �etre �a
l�origine de cette dissipation et se regroupent en trois grandes classes �voir Fig� I�	� �

� perte d��energie due aux vibrations rayonn�ees dans la cible �ondes de surface et de volume
et modes de vibrations� et aux vibrations r�esiduelles stock�ees dans la bille apr�es la
collision (
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� �energie dissip�ee due �a l
in�elasticit�e des corps en collision pouvant provenir soit des
propri�et�es visco�elastiques� soit de la d�eformation plastique de la bille et de la cible (

� autres modes de dissipation possible dues aux asp�erit�es de surface et aux singularit�es
de contact�

I���� Energie dissip�ee sous forme d�ondes �elastiques

Pour une collision d�ecrite par la th�eorie de Hertz� ne faisant pas intervenir de d�eformations
plastiques ni de vibrations de �exion de la cible� l��energie absorb�ee par la cible� lors de l�impact�
sous forme d�ondes �elastiques a �et�e �etudi�ee th�eoriquement par Hunter ��	� puis par Reed ��
��
Ils ont obtenu une expression du c��cient de restitution et ont montr�e que l��energie dissip�ee
sous cette forme d�ecro��t lorsque la vitesse d�impact diminue� Ces �etudes sont en accord avec
les mesures du c��cient de restitution lors d�impacts de billes en acier sur des plaques de
verre� d�acier ou de tungst�ene ��
� ���� Pour di��erentes vitesses d�impact et une �epaisseur
de cible grande devant le diam�etre de la bille� a�n de pouvoir n�egliger l��energie dissip�ee sous
forme de vibrations de �exion de la cible� Tillett ���� reporte que l��energie perdue par �emission
d�ondes �elastiques est de l�ordre de �"� Puisque l��energie d�une onde �elastique d�epend des
constantes �elastiques du mat�eriau dans lequel se propage l�onde� l��energie dissip�ee sous cette
forme sera n�ecessairement petite �de l�ordre de �"� quel que soit le mat�eriau utilis�e� puisque
les constantes �elastiques pour di��erents mat�eriaux sont du m�eme ordre de grandeur que celles
du verre ou de l�acier �cf� tableau p� ����

I���� Energie dissip�ee sous forme de vibrations de �exion de la cible

Le c��cient de restitution est ind�ependant de la taille �nie de la cible� si celle�ci est
su�samment �epaisse� c���a�d� sup�erieure de quelques diam�etres de bille impactante ���� 	
� 	���
Lorsque cette condition n�est pas satisfaite� le c��cient de restitution diminue lorsque la
vitesse d�impact augmente� Au cours de l�impact d�une sph�ere de rayon R sur une plaque
suppos�ee in�niment �etendue et d��epaisseur �nie H � et la th�eorie de Zener �	�� montre que
l��energie dissip�ee sous forme de modes de �exion de la cible augmente avec la vitesse d�impact
et le rapport R�H � Bien qu�il serait n�ecessaire de consid�erer tout les modes de vibration
pour une �etude compl�ete� pour une plaque de faible �epaisseur le mode le plus important est
celui de �exion ����� la th�eorie de Zener donne alors une bonne approximation� En outre�
cette �etude ne tient pas compte des autres m�ecanismes de dissipation possibles �sous forme
d�ondes �elastiques� de d�eformations plastiques et de nature visco�elastique�� Zener d�eduit que
l�expression du c��cient de restitution � est une fonction d�un seul param�etre sans dimension
	� appel�e param�etre d
in�elasticit�e du choc� et d�e�ni comme
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vimp est la vitesse d�impact de la bille ( Es� 
s� �s sont� respectivement� le module d�Young�
le c��cient de Poisson et la densit�e de la sph�ere et Ep� 
p� �p les quantit�es correspondantes
pour la plaque� La d�ependance du c��cient de restitution � avec 	� qui est obtenue par

		



int�egration num�erique d�une �equation di��erentielle� est telle que � d�ecro��t tr�es rapidement
lorsque 	 augmente �pour 	 � 
 ( � � � et pour 	 � 
� � ( � � 
� ���� Ainsi� pour une �epaisseur
de cible H su�samment grande devant R� le c��cient de restitution est ind�ependant de la
vitesse d�impact� L��energie dissip�ee sous forme de vibrations de �exion est alors n�egligeable�
En�n� notons que pour une vitesse d�impact de �� �m�s et lorsque le rapport entre l��epaisseur
de la cible en verre et le diam�etre d�une bille en acier tremp�e varie de �� �a �� � ( Koller et al�
�	�� ont montr�e que l��energie perdue varie de 
� �" �a 	� �" correspondant� respectivement�
aux cas o�u l��energie dissip�ee est due exclusivement �a l��emission d�ondes �elastiques et �a l�e�et
combin�e de l��emission d�ondes �elastiques et d�oscillations de �exion de la cible�

I���� Energie dissip�ee due aux propri�et�es visco�elastiques

La dissipation visco�elastique lors d�une collision est due au fait qu�un solide poss�ede une
viscosit�e intrins�eque� Un tel solide est habituellement repr�esent�e par un mod�ele constitu�e
d�un ressort et d�un amortisseur en parall�ele� En ne tenant compte que des e�ets dissipatifs
de cette nature� Kuwabara et Kono �		� puis r�ecemment Hertzsch �	�� et Brilliantov �	�� ont
g�en�eralis�e le calcul de Hertz �a des mat�eriaux visco�elastiques� en mettant �a pro�t la similitude
entre le tenseur des contraintes �elastiques et le tenseur des contraintes visqueuses� Dans le
r�egime quasi�statique� ils ont obtenu une expression de la force de contact entre deux corps
visco�elastiques s��ecrivant� dans le cas d�un contact sph�ere�plan�

F � K

�
���� '
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D����
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dt

�
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o�u D est un c��cient de dissipation d�ependant des propri�et�es �elastiques �module d�Young et
c��cient de Poisson� et visqueuses �c��cient de viscosit�e en volume et en cisaillement� des
deux mat�eriaux constituant la sph�ere et le plan� Une expression du c��cient de restitution
est alors obtenu �		�� pour une force visqueuse donn�ee par l�Eq� �I���� et dans la limite � � ��

selon � � � � v
���
imp� Cette d�ependance du c��cient de restitution avec la vitesse d�impact a

�et�e v�eri��ee exp�erimentalement �		� et compar�ee �	�� 	�� �a d�autres r�esultats exp�erimentaux
�	�� 	�� 	
��

I���� Energie dissip�ee due aux d�eformations plastiques

Lorsque la vitesse d�impact d�epasse une certaine vitesse critique� le choc d�une sph�ere
sur une plaque produit des d�eformations �elastique�plastiques sur les surfaces des deux corps
impactants� De l��energie est alors n�ecessaire pour produire de telles indentations plastiques�
Cette vitesse critique est tr�es petite pour la majorit�e des choc entre corps m�etalliques��� A des
vitesses beaucoup plus �elev�ees des d�eformations compl�etement plastiques de nature irr�ever�
sible ont lieu� Lorsque la vitesse limite pour produire de telles d�eformations est atteinte ��� les
�etudes exp�erimentales ���� 	�� �
� et th�eoriques �� ��
� �
� montrent que le c��cient de restitu�
tion est proportionnel �a la puissance ���� de la vitesse d�impact� Lorsque les vitesses d�impact
sont comprises entre la vitesse d�impact critique pour produire des indentations �elastiques�
plastiques et celle pour produire des d�eformations compl�etement plastiques� le c��cient de

��� La vitesse d	impact critique pour produire des indentations plastiques dans les m�etaux est de l	ordre de
��� m�s �voir la Table ���� p� ��� de la Ref� 
����

��� La vitesse d	impact critique pour produire des indentations compl
etement plastiques dans les m�etaux est
de l	ordre de � m�s �voir la Table ���� p� ��� de la Ref� 
����

��� Voir aussi la Ref� 
��� pour une approche th�eorique di��erente�
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restitution est pratiquement constant �a basse vitesse et diminue lentement �a plus haute vitesse
��
� ��� 	
� ��� �	��

I���	 Energie dissip�ee due aux singularit�es de contact

Lorsque deux corps sont comprim�es l�un par rapport �a l�autre �voir Fig� I���� une r�egion
de contact est cr�e�ee� Dans le cas de deux sph�eres ou d�une sph�ere et d�un plan� le disque
de contact est d�elimit�e par une ligne circulaire d�e�nie comme l�intersection entre la zone
de contact et les surfaces des corps� Cette ligne est une ligne compos�ee d�une in�nit�e de
point anguleux �voir Fig� I���a��� Un tel comportement se rencontre aussi lorsqu�une feuille
de papier est froiss�ee ou lors du �ambage d�une t�ole m�etallique� puisque ces actions donnent
naissance �a des d�eformations localis�ees autour de points et de lignes anguleux s�eparant deux
surfaces planes selon un certain angle �voir Fig� I���b�c��� R�ecemment� il a �et�e montr�e ���� ����
de fa�con th�eorique et num�erique� que la plus grande partie de l��energie de d�eformation est
concentr�ee pour la formation de ces points et lignes� Ainsi� au cours de la compression de deux
sph�eres� on peut se demander ���� quelle quantit�e d��energie est n�ecessaire pour la cr�eation et
l��evolution de la ligne circulaire anguleuse et quelle est la quantit�e d��energie dissip�ee au cours
de ce processus� De plus� si l�on suppose que l�interp�en�etration � entre les deux sph�eres� cro��t
au cours du temps� comme � � t� l�Eq� �I��� montre que la rayon du disque de contact a� et
par cons�equent la ligne circulaire qui le d�elimite� se comporte comme

p
t� Ainsi� la vitesse �a

laquelle se propage cette ligne au cours du temps cro��t comme ��
p
t et tend alors vers une

limite singuli�ere au tout d�ebut de la compression� Par cons�equent� on peut se demander si�
au tout d�ebut du choc� cette singularit�e �d�eformation initiale de grande vitesse� se manifeste
par une dissipation �nie �����

A B

�a� �b� �c�

Fig� I�� � �a
 Coupe verticale des sph�eres en contact de Hertz� L
intersection entre la ligne
de contact et les deux lignes �assimil�ees �a des lignes droites dans la r�egion tr�es proche du
contact
 fait appara��tre deux points anguleux A et B� Les traits en pointill�es correspondent au
cas o�u les sph�eres s
interp�en�etreraient sans se d�eformer � �b
 Morceau de papier froiss�e avec
les mains �d
apr�es la Ref� ����
 � �c
 Simulation du �ambage d
un cylindre �d
apr�es la Ref�
����
�
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Chapitre II

La disparition de la �� singularit�e

collisionnelle ��

	�



II�� Introduction

La dynamique des milieux granulaires donne lieu �a une tr�es grande vari�et�e de ph�enom�enes
tels que la convection ��� ��� les excitations de la surface libre ��� 
� �� et la �uidisation ��
� ���
���� Dans tous les cas� le r�ole des collisions in�elastiques entre deux grains ou entre un grain
et le conteneur est fondamental pour la compr�ehension du comportement dynamique de tels
milieux dissipatifs� Dans cet esprit� des syst�emes de dimensions beaucoup plus grandes peuvent
�etre aussi consid�er�es comme des �� gaz granulaires ��� Par exemple� l��evolution dynamique et
l��epaisseur des anneaux plan�etaires� e�g� ceux de Saturne� sont principalement d�etermin�ees par
les propri�et�es des nombreuses collisions in�elastiques ayant lieu entre les particules constituant
ces anneaux �	�� 	�� 	
��

Tandis qu�au �l des ans de nombreuses tentatives ���� �
� ��� �
� ��� ont �et�e entreprises
a�n de formaliser la rh�eologie complexe des gaz granulaires dissipatifs� quelques r�ecentes
�etudes th�eoriques et num�eriques montrent le r�ole d�eterminant des collisions in�elastiques �a
l�int�erieur de ces milieux qui r�ev�elent alors un comportement dynamique surprenant� Par
exemple� lorsqu�un gaz granulaire de sph�eres dures in�elastiques se trouve initiallement dans
un �etat thermalis�e� puis �evolue librement sans apport d��energie ( la dynamique in�elastique d�un
tel syst�eme� en train de �� se refroidir ��� conduit �a la formation de quatre r�egimes distincts �
le r�egime cin�etique� le r�egime de cissaillement� le r�egime dit �� en amas �� et le r�egime dit
�� e�ondr�e �� ����� Deux d�entre eux conduisent �a la formation de structures pour des syst�emes
�D ou �D � les amas ��	� ��� ou �� l�e�ondrement in�elastique �� ���� ��� ��� ���� L�e�ondrement
in�elastique est un type sp�ecial d�amas tel que l�in�elasticit�e conduise un groupe de particules
�a avoir un nombre in�ni de collisions en un temps �ni� Dans un l�e�ondrement in�elastique�
les particules viennent e�ectivement en contact les unes avec les autres� tandis que dans un
amas les particules sont tr�es proches mais ne sont pas en contact� La plupart des personnes
travaillant sur l�e�ondrement in�elastique consid�ere que ce ph�enom�ene est qualitativement
analogue au comportement d�une bille in�elastique rebondissant in�niment sur le sol� En e�et�
si au cours de chaque rebond� on suppose que la collision est instantan�ee et in�elastique� il
est facile de montrer que la bille s�immobilise apr�es avoir rebondit un nombre in�ni de fois
en un temps �ni� Cet e�et de nature th�eorique sera appel�e� par la suite� �� la singularit�e
collisionnelle ���

De m�eme que le r�ole des collisions in�elastiques� le r�ole des contacts entre grains est fon�
damental pour l��etude des milieux granulaires puisque la dissipation �a lieu principalement au
cours de ces contacts� Dans cet esprit� l��etude des collisions binaires normales peut faciliter la
compr�ehension des propri�et�es de ces contacts et constitue une premi�ere �etape vers l��etude des
collisions �a plusieurs corps �voir le Chap� III�� Bien qu�il y ait eu �enorm�ement de travaux reli�es
�a la dynamique des collisions binaires in�elastiques ��
� 	�� �
� ainsi qu��a la mesure de l��energie
perdue au cours de tels collisions ���� �	� ��� �
� ��� 	
� 	�� 	�� 		� 	�� 	�� 	
� 	�� �
� ��� �
��
il y a une tr�es grande dispersion dans les r�esultats obtenus� Cependant� �a grande vitesse
d�impact� c���a�d� lorsque des d�eformations compl�etement plastique ont lieu �voir le x �I�������
l��evolution du c��cient de restitution � � en fonction de la vitesse d�impact est tr�es bien
connue exp�erimentalement �	�� �
� et th�eoriquement ��
� �
�� A tr�es basse vitesse d�impact�
l��evolution de � avec la vitesse d�impact ainsi que les m�ecanismes responsables d�une possible
dissipation restent des probl�emes ouverts�

Dans ce chapitre� nous �etudions exp�erimentalement le comportement d�une bille rebon�

�� Pour une collision binaire� le c��cient de restitution � a �et�e d�e�nie au x �I��� selon l	Eq� �I�����

	




dissant sur un plan horizontal� massif et stationnaire� Initialement� la bille est l�ach�ee sous
l�e�et de la gravit�e� sans vitesse� d�une certaine hauteur au dessus de ce plan� Ce syst�eme est
bien adapt�e pour savoir si la singularit�e collisionnelle ainsi que� par extension� l�e�ondrement
in�elastique� ne sont que des concepts de nature th�eorique o�u s�ils poss�edent aussi de r�eelles
rami�cations exp�erimentales� Bien �evidemment� exp�erimentalement� un nombre in�ni de re�
bonds en un temps �ni ne sera jamais atteint puisqu�en pratique la dur�ee d�une collision est
non nulle� Cependant� il n�est pas trivial de comprendre comment la singularit�e collisionnelle
doit dispara��tre et au d�etriment de quel m�ecanisme� Finalement� ce probl�eme soul�eve plusieurs
questions � Est�ce que la dur�ee entre deux rebond successifs tend vers z�ero& Combien de re�
bonds e�ectue la bille avant de s�immobiliser & Comment �evolue le c��cient de restitution
et la dur�ee de collision lorsque la vitesse d�impact de la bille tend vers z�ero& Quels sont les
m�ecanismes de perte d��energie au cours d�un rebond �a tr�es basse vitesse d�impact&

Un mod�ele �elementaire d�ecrivant les rebonds d�une bille in�elastique sur une surface hori�
zontale sera pr�esent�e au x �II���� Dans ce mod�ele� pour chaque rebond� la collision sera sup�
pos�ee instantan�ee� Ce mod�ele montre alors que la bille s�immobilise apr�es avoir e�ectu�e un
nombre in�ni de rebonds en un temps �ni� Cependant� les r�esultats exp�erimentaux montrent
qu�il est n�ecessaire de tenir compte de la dur�ee �nie des rebonds� Le mod�ele �elementaire est
par cons�equent inappropri�e pour d�ecrire de fa�con r�ealiste le comportement de la bille� Le
dispositif exp�erimental sera pr�esent�ee au x �II�	�� Les r�esultats exp�erimentaux seront expos�es
et analys�es au x �II���� Dans ce paragraphe nous pr�esentons l�observation des rebonds de la
bille jusqu��a son immobilisation� De plus� lorsque la dur�ee d�une collision devient de l�ordre
du temps de vol entre deux rebonds successifs� nous observons que la bille ne rebondit plus
mais oscille sur le plan� avec une p�eriode caract�eristique� A cause de la dissipation inh�erente
au syst�eme exp�erimental� l�amplitude des oscillations de la billes d�ecro��t vers z�ero jusqu��a
l�immobilisation de la bille� Pour chaque rebond� les mesures du c��cient de restitution et
du temps de collision ont �et�e r�ealis�ees� Le c��cient de restitution est mesur�e essentiellement
constant et proche de � au cours de pratiquement tous les rebonds jusqu��a ce qu�il d�ecroisse
lorsque la vitesse d�impact tend vers z�ero� c���a�d� pour les derniers rebonds� La dur�ee de colli�
sion est en bon accord avec celle calcul�ee par la th�eorie de Hertz �voir le Chap� I� au cours de
pratiquement tous les rebonds� Pour les derniers rebonds� c���a�d� �a tr�es basse vitesse d�impact�
le temps de collision est plus long que celui pr�evu par la th�eorie de Hertz� Au x �II���� nous
pr�esenterons un mod�ele non dissipatif ainsi que les r�esultats qui en d�ecoulent� Ce mod�ele
permet de d�ecrire �a la fois la dynamique du contact des derniers rebonds et les oscillations
de la bille sur le plan� Une expression analytique de la p�eriode des oscillations de la bille sera
obtenue ainsi qu�une expression int�egrale du temps de collision� Finalement� au x �II���� nous
pr�esenterons un mod�ele num�erique dissipatif qui permettra de donner une interpr�etation de
l��evolution du c��cient de restitution en fonction de la vitesse d�impact de la bille�
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II�� Mod�ele �el�ementaire de la chute d�une sph�ere rebondissant

sur une surface plane

Une bille de masse m est l�ach�ee d�une hauteur h� sans vitesse initiale� La bille tombe
verticalement sur la surface horizontale parfaitement lisse� d�un corps parfaitement rigide de
masse in�nie� puis rebondit un certain nombre de fois avant de s�immobiliser�

Lors de la chute libre� on suppose que la bille n�est soumise qu��a l�action de la gravit�e�
On n�egligera par la suite la force de frottement due �a l�air� De plus� lors de chaque rebond�
on suppose que le temps de contact est n�egligeable� c�est��a�dire que les chocs sont consid�er�es
comme instantan�es� Les chocs sont suppos�es in�elastiques � une partie de l��energie de la bille
est dissip�ee lors de chaque choc� ce qui revient �a dire que la vitesse de la bille apr�es un choc
est plus faible que celle qu�elle poss�edait avant ce choc et que� par cons�equent� la hauteur
des rebonds diminue au cours du temps� Soit � le rapport entre la vitesse apr�es le choc et
la vitesse avant le choc� Ce rapport� appel�e c��cient de restitution �voir l�Eq� �I������ est
suppos�e constant pour tous les rebonds� Comme la r�esistance de l�air est n�eglig�ee� la vitesse
de la bille avant le n ' �i
eme rebond correspond �a la vitesse que poss�edait la bille apr�es le
ni
eme rebond� Ainsi� si vn est la vitesse de la bille avant le ni
eme rebond� � s��ecrit alors

� �
vn��
vn

�n � �� �� 	� � � �� � �II���

En utilisant les notations de la Fig� �II��� et le fait que � reste constant quel que soit le
choc� on peut exprimer la vitesse avant le ni
eme rebond en fonction du c��cient de restitution
et de la vitesse v� de la bille juste avant le premier impact

vn � �vn�� � �nv� �n � �� �� 	� � � �� � �II���

On montre facilement� en utilisant la relation fondamentale de la dynamique pour un corps
en chute libre� que la bille heurte le sol pour la premi�ere fois au bout d�un temps t� �

p
�h��g

avec une vitesse v� �
p
�h�g o�u g repr�esente l�acc�el�eration de la gravit�e�
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Fig� II�� � Repr�esentation sch�ematique des premiers rebonds�

En utilisant l�Eq� �II��� et la loi de la chute libre� on d�eduit que la hauteur hn �a laquelle
s��el�eve la bille apr�es le ni
eme rebond est

hn � ��nh� �n � �� �� 	� � � �� � �II�	�
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Soit tn le temps de vol de la bille entre le ni
eme et le n'�i
eme rebond� Connaissant hn� en
proc�edant de la m�eme fa�con que pr�ec�edemment et en supposant que la dur�ee d�une collision
est nulle� on montre que

tn � �n��t� � �n

s

h�
g

�n � �� �� 	� � � �� � �II���

La bille s�immobilise au bout d�un temps T�

T� �
�X
n��

tn � t� ' t� �
�X
n��

�n�� �
� ' �

�� �

s
�h�
g
� �II���

puisque � 
 �� Par cons�equent� la bille s�immobilise apr�es avoir rebondit un nombre in�ni de
fois en un temps �ni T��

Soit �n le temps �ecoul�e entre le l�acher initial et le ni
eme rebond� c���a�d� � �n �
Pn

i�� ti� La
fr�equence des rebonds 
n pour le ni
eme rebond est alors


n 	 dn

d�n
�

�

ln �
��n � T���� �n � �� �� 	� � � ��� �II���

Par cons�equent� la fr�equence des rebonds tend vers l�in�ni lorsque la bille s�immobilise� c���a�d�
lorsque �n � T� ou n��� Ce ph�enom�ene est appel�e �� le son de la singularit�e �� ����� Cepen�
dant� comme on le verra� dans la partie exp�erimentale �voir le x �II����� et la Fig� �II�	��� il est
n�ecessaire de tenir compte de la dur�ee �nie des collisions� Ce mod�ele �el�ementaire� n�egligeant
ces temps de collision� est donc inacceptable pour obtenir une description satisfaisante de la
dynamique de la bille�

II�� Dispositif exp�erimental

Une bille en carbure de tungst�ene� de 
 mm de diam�etre� est maintenue �a l�extr�emit�e d�un
tube vertical en laiton �a l�int�erieur duquel un vide partiel est obtenu �a l�aide d�une pompe� La
tol�erance sur le diam�etre et la sph�ericit�e de la bille est respectivement � � �m et � 
� 
 �m�
Le tube est �x�e �a une platine de translation microm�etrique permettant un r�eglage tr�es �n de
la hauteur du l�acher initial� Une vanne permet une tr�es lente arriv�ee d�air �a l�int�erieur du tube
en laiton a�n que la bille soit lib�er�ee sans vitesse initiale �a l�aplomb d�un capteur d�impact
pi�ezo�electrique PCB �

B
� viss�e dans une plaque de duralumin de 	
 cm de largeur et de
longueur et de � cm d��epaisseur� L�ensemble est solidaire d�une table �a pieds r�eglables a�n
d�obtenir une horizontalit�e optimale� comme le montre la �gure �II���� Le capteur d�impact
est reli�e �a un oscilloscope digital capable de faire des acquisitions �� mono�coup �� de �




points avec un taux d��echantillonnage allant jusqu��a �
 ns�pt� La hauteur du l�acher initial h�
est de � mm a�n d��eviter de se trouver dans la limite plastique du mat�eriau constituant le
capteur� Pour une telle hauteur de chute� la force de frottement de l�air sur le mouvement de
la bille est n�egligeable �voir annexe B�� A�n d�obtenir une bonne r�esolution sur l�oscilloscope
�� �s�pt�� seuls les derniers rebonds sont enregistr�es� Pour toutes les exp�eriences� la dur�ee
totale des rebonds est de l�ordre de �� �
 s et le retard au d�eclenchement de l�oscilloscope
est de �� 

 s� Seules les derni�eres 
� �
 s de signal sont donc enregistr�ees� ce qui correspond
environ �a une centaine de rebonds mesurables�
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Fig� II�� � Dispositif exp�erimental� Le sch�ema n
est pas �a l
�echelle�

La reproductibilit�e des mesures d�epend fortement du l�acher de la bille �hauteur initiale
�xe� pas de vitesse initiale de translation et de rotation�� de la tol�erance sur le diam�etre de
la bille et sur sa sph�ericit�e� de l��etat de surface de la cible ainsi que de son horizontalit�e�
La principale caract�eristique de ce dispositif �voir aussi la Ref� ����� est qu�il lib�ere la bille
de fa�con reproductible et qu�il permet de s�a�ranchir des probl�emes rencontr�es avec d�autres
m�ethodes de l�acher � soit avec un �electro�aimant �in�uence de l�aimantation sur la bille indui�
sant un courant qui modi�e la reponse du capteur pi�ezo�electrique�� soit par l�interm�ediaire
d�un diaphragme et d�une vis �rotation de la bille au moment du l�acher�� Une tol�erance� sur
le diam�etre et sur la sph�ericit�e de la bille� inf�erieure �a � �
 �m et � � �m respectivement
permet d�obtenir la totalit�e des rebonds sur le capteur jusqu��a l�arr�et de la bille� Pour des
billes de natures di��erentes �e�g� verre� nylon� polyur�ethane�� qui poss�edent des tol�erances
sup�erieures aux limites pr�ec�edentes� il n�est pas possible de maintenir tous les rebonds sur
le capteur� m�eme par un r�eglage extr�emement pr�ecis de l�horizontalit�e� En e�et� �a chaque
rebond� la bille acquiert une vitesse de rotation in�me� vitesse due aux �ecarts de sph�ericit�e
et de diam�etre� qui devient de plus en plus signi�cative au fur et �a mesure que le nombre des
rebonds cro��t� jusqu��a ce que la bille rebondisse en dehors du capteur�

II�� R�esultats exp�erimentaux

II���� Temps de collision

En pratique� la dur�ee d�une collision �etant non nulle� il est n�ecessaire d�introduire les
variables suivantes � fn� le temps de vol de la bille entre le ni
eme et le n' �i
eme rebond� dn� le
temps total �ecoul�e entre le ni
eme et le n' �i
eme rebond� et �n la dur�ee de la ni
eme collision

dn � �n ' fn �n � �� �� 	� � � �� � �II���

Pour le mod�ele �el�ementaire du x �II���� supposant �n � 
 quel que soit n� on a �evidem�
ment tn � dn � fn� La �gure �II�	� montre l��evolution au cours de l�exp�erience de ln�fn� et
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de ln�dn� en fonction du �� num�ero �� du rebond n�N�� N� correspond au nombre de rebonds
e�ectu�es par la bille pendant le retard au d�eclenchement de l�oscilloscope� Jusqu��a ce que les
temps de collision deviennent signi�catifs� les deux courbes de la Fig� �II�	� restent confon�
dues et sont alors d�ecrites par une relation lin�eaire entre ln�tn� et n �N� avec tn � dn � fn
puisque �n � fn� Prenons le logarithme n�ep�erien des deux membres de l�Eq� �II���� et iden�
ti�ons respectivement la pente et l�intersection �a l�ordonn�ee de la ligne droite �a ln ��� et
�a ln�

p

h��g� ' N� ln���� Nous mesurons alors exp�erimentalement les valeurs � � 
� ��� et

N� � 

� Ainsi� tant que �n � fn� le mod�ele �el�ementaire du x �II��� est en accord avec les
r�esultats exp�erimentaux puisque � est constant�
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Fig� II�	 � Evolution de ln�fn� �
� et ln�dn� �'� en fonction de n � N� pour une bille en
carbure de tungst�ene l�ach�ee d
une hauteur h� � � mm� N� correspond au nombre de rebonds
e�ectu�es par la bille pendant le retard au d�eclenchement de l
oscilloscope ���

 s
� La dur�ee
entre les deux derniers rebonds mesur�es est de 	
� �s �
� et de ��
 �s �'��

En ne tenant pas compte de �n� Bernstein ��
� ��� mesure une loi non lin�eaire entre
ln�tn� et n� lors de l��etude des �
 premiers rebonds d�une bille en acier l�ach�ee d�une hauteur
d�un m�etre sur une plaque de marbre� Ses observations di��erent consid�erablement des notres
puisque sa hauteur de chute est �

 fois plus grande que la notre� et par cons�equent une
importante quantit�e d��energie est dissip�ee lors de chaque impact �voir le x �I����� Il est �a noter
que Smith et al� ���� reprirent l��etude de Bernstein en interfa�cant compl�etement l�exp�erience
avec un ordinateur� Bien que leurs conditions exp�erimentales soient peu claires� leurs r�esultats
semblent qualitativement similaires �a ceux de Bernstein�

La th�eorie de Hertz� d�evelopp�ee au x �I�	���� pr�edit que le temps � que dure la collision
entre une bille de vitesse v et un plan au repos suit une loi � � v���� �voir l�Eq� �I�	����
Ainsi� d�apr�es cette th�eorie� plus la vitesse avant le choc est petite� plus le temps que dure
le choc doit �etre grand� Il est clair� d�apr�es la Fig� �II�	�� que le temps de collision cro��t avec

�	



le nombre de rebond� Les valeurs des temps de collision �n de chaque rebond sont d�eduites
de la �gure �II�	� selon l�Eq� �II���� L��evolution de �n est repr�esent�ee� sur la �gure �II����

en fonction de v
����
n � les valeurs de vn �etant d�eduites des valeurs de fn multipli�ees par le

facteur �g���� La droite en traits pleins de la �gure �II��� correspond �a � � Av���� d�eriv�ee
de la th�eorie de Hertz� La constante A est d�etermin�ee exp�erimentalement par l�interm�ediaire
d�un deuxi�eme oscilloscope enregistrant les deux premiers rebonds� La mesure du temps de
collision du tout premier rebond ��� � ��� � �s�� connaissant la hauteur de chute �h� � �mm�
donc la vitesse d�impact de la bille� permet de d�eduire alors la valeur de cette constante
A � 	�� ��� �
�� m���s���� La �gure �II��� est en tr�es bon accord avec la th�eorie de Hertz

jusqu��a des valeurs de v
����
n � 	 m�����s���� Au�del�a de cette valeur� c�est��a�dire pour de

tr�es faibles valeurs de vitesse d�impact� correspondant aux derniers rebonds mesur�es� un �ecart
�a la loi de Hertz semble se dessiner� malgr�e les erreurs exp�erimentales � le temps de collision
a tendance �a cro��tre beaucoup plus rapidement que ne le laisserait pr�esager la loi de Hertz�
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Fig� II�� � Dur�ee du ni
eme rebond �n en fonction de v
����
n � Les croix repr�esentent les points

exp�erimentaux� La droite d
�equation � � Av���� est issue de la th�eorie de Hertz� avec A �
	�� ��� �
�� m���s����

II���� P�eriode des oscillations de la bille sur le capteur

Le signal d�elivr�e� au cours du temps� par le capteur d�impact est reproduit sur la Fig�
�II���� Seule la �n du signal a �et�e repr�esent�ee� La double ��eche indique l�instant de la derni�ere
mesure pour fn et dn de la Fig� �II�	� o�u la dur�ee entre les deux derniers rebonds mesur�es
�	

 �s� est de l�ordre de deux fois le temps de collision du dernier rebond mesur�e� Lorsque le
temps de collision devient de l�ordre du temps de vol entre deux rebonds� il n�est plus possible
de d�e�nir la �n et le d�ebut de deux chocs successifs et ainsi de mesurer pr�ecis�ement fn ou dn�
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Fig� II�� � Signal d�elivr�e par le capteur d
impact pour les ultimes rebonds� La double ��eche
indique l
instant de la derni�ere mesure pour fn et dn� La ��eche simple indique le moment o�u
la bille commence �a osciller sur le capteur sans d�ecoller de ce dernier�
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Fig� II�� � Lissage du signal de la Fig� �II��
 par une moyenne arithm�etique sur � points
�	� �s
� La double ��eche indique l
instant de la derni�ere mesure pour fn et dn� La ��eche
simple indique le moment o�u la bille commence �a osciller sur le capteur sans d�ecoller de ce
dernier�
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En e�et� il est ais�e de d�eterminer le d�ebut et la �n des chocs pour les premiers rebonds en
raison des variations rapides du signal� tandis que pour les derniers rebonds �situ�es entre la
double ��eche et la ��eche simple de la �gure �II��� ou �II����� ces variations sont extr�emement
lentes�

La ��eche simple indique la �n des rebonds et le d�ebut des oscillations du signal� En e�et�
comme on le voit sur la Fig� �II���� au�del�a de la ��eche le signal a tendance �a osciller jusqu��a ce
que le bruit exp�erimental ne permette plus de d�etecter ces oscillations d�amplitude trop faible�
Pour des temps sup�erieurs �a celui indiqu�e par la ��eche� la force ressentie par le capteur oscille
autour d�une valeur moyenne constante et non nulle� Ceci provient du fait que le capteur
ressent le poids de la bille � la bille semble ne plus d�ecoller et �� passe tout son temps �� sur le
capteur en oscillant avant de s�immobiliser�

Apr�es le dernier rebond� la vitesse d�impact est si faible que la bille n�a pas le temps de
�nir son cycle quasi��elastique de charge puis de d�echarge avant de ressentir �a nouveau de
fa�con signi�cative la pesanteur� et ne peut ainsi d�ecoller du capteur�

A�n de mesurer l�ordre de grandeur de la p�eriode des oscillations de la bille� le signal�
enregistr�e sur l�oscilloscope et repr�esent�e partiellement sur la Fig� �II���� a �et�e transf�er�e vers
un ordinateur pour pouvoir l�analyser� Pour augmenter le rapport signal sur bruit� chaque
point de la courbe liss�ee de la Fig� �II��� a �et�e red�e�ni �a partir d�un point du signal original�
de m�eme abscisse� qui a �et�e moyenn�e de fa�con arithm�etique par les � points qui le pr�ec�edaient
et les � qui le suivaient� Nous pouvons alors mesurer la fr�equence typique du signal de la
courbe liss�ee de la Fig� �II��� pour les cinq derni�eres oscillations� conduisant �a la p�eriode des
oscillations de la bille
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Fig� II�� � Evolution du c��cient de restitution en fonction du num�ero du rebond pour une
bille en carbure de tungst�ene l�ach�ee d
une hauteur h� � � mm� N� correspond au nombre de
rebonds e�ectu�es par la bille pendant le retard au d�eclenchement de l
oscilloscope ��� 

 s
�
Les barres d
erreurs correspondent �a ���n � ��fn�� ' �n��fn avec �fn � � �s�
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II���� C
�cient de restitution

Pour une collision donn�ee� le c��cient de restitution a �et�e d�e�ni au x �I��� selon l�Eq�
�I���� comme le rapport entre la vitesse de la bille apr�es le choc sur celle avant le choc� Les
valeurs du c��cient de restitution sont d�eduites de celle des temps de vol entre deux rebonds
successifs� En utilisant les notations des x �II��� et �II������ et le fait que la r�esistance de l�air
est n�egligeable� le c��cient de restitution� pour le ni
eme impact s��ecrit

�n �
vn��
vn

�
fn��
fn

�n � �� �� 	� � � �� � �II���

La �gure �II��� montre l��evolution du c��cient de restitution �n en fonction du num�ero
du rebond pour n � N�� Pour les premiers N� � 

 rebonds �correspondant au �� 

 s du
signal non pr�esent�e ici�� le c��cient de restitution est essentiellement constant et �egal en
moyenne �a 
� ��� Pour n � N�� la valeur du c��cient de restitution� pour chaque rebond� est
d�eduite� d�apr�es l�Eq� �II���� des derni�eres �

 ms du signal enregistr�e par le capteur de force�
Contrairement �a l�hypoth�ese du mod�ele �el�ementaire du x �II���� �n n�est pas une constante
pour tous les rebonds mais �uctue autour de la valeur moyenne 
� �� avant de d�ecro��tre pour
les derniers rebonds� Ainsi� le c��cient de restitution n�est pas uniquement une propri�et�e
des mat�eriaux entrant en collision� mais aussi une caract�erisation de la dynamique du choc
et notamment de la dissipation d��energie qui a eu lieu au cours du choc�

Les di��erents m�ecanismes de dissipation d��energie intervenant au cours d�un rebond ont
�et�e discut�e au x �I���� Essayons d��etudier l�importance relative de certains de ces m�ecanismes �

� Energie dissip�ee sous forme d�ondes �elastiques

La th�eorie de Hunter et Reed �voir le x �I���� appliqu�ee �a l�impact d�une bille en carbure
de tungst�ene sur une plaque d�acier inoxydable � �a une vitesse d�impact � de 
� � m�s
conduit �a une �energie dissip�ee sous forme d�ondes �elastiques �egale �a 
� �" de l��energie
cin�etique de la bille avant l�impact� Par cons�equent� la variation du c��cient de resti�
tution due �a l��energie perdue sous cette forme est inf�erieure �a 
� �" lorsque la vitesse
d�impact d�ecro��t de 
� � �a 
 m�s�

� Energie dissip�ee sous forme de vibrations de �exion de la cible

Appliquons la th�eorie de Zener �voir le x �I���� �a une bille en carbure de tungst�ene
entrant en collision avec une plaque de duralumin� d��epaisseur H � �
 mm� avec une
vitesse vimp � 
� � m�s� D�apr�es les Eqs� �I��	�� le param�etre d�in�elasticit�e est alors tr�es
petit� c���a�d� 	 � 
� 
���� correspondant �a un c��cient de restitution de 
����� Pour
ce calcul� les propri�et�es des mat�eriaux en carbure de tungst�ene et en duralumin ont �et�e
utilis�ees �voir le tableau p� ���� La d�ependance de � avec la vitesse d�impact est ainsi
inf�erieure �a �� �"� Exp�erimentalement� une �etude pr�eliminaire avec di��erentes �epaisseurs
de plaque �H � � mm� �
 mm et �� mm� a montr�e que � diminuait lorsque la vitesse
d�impact augmentait� L��epaisseur �nalement choisie �H � �
 mm� conduit �a ce que le
c��cient de restitution� �a chaque rebond de la bille� soit constant et ind�ependant de la
vitesse d�impact�

� Energie perdue due aux d�eformations plastiques

�� Le capteur de force recouvert d	acier inoxydable est assimil�e 
a une plaque en acier inoxydable massif�
�� Une vitesse d	impact de �� � m�s correspond 
a une hauteur de chute libre de � mm�

��



La vitesse de l�impact initial �etant de 
� � m�s� le crit�ere �enonc�e au x �I��� montre que
tous les rebonds sont tels qu�aucune d�eformation plastique de la cible et ou de la bille
n�intervient�

Except�e pour les tous derniers rebonds� la perte de vitesse est� d�apr�es la Fig� �II���� de
l�ordre de ���" correspondant ainsi �a un e�et combin�e des pertes d��energie sous forme d�ondes
�elastiques� de �exion de la cible et du comportement visco�elastique de la bille et de la cible�
Les �uctuations autour de la valeur moyenne peuvent s�expliquer par le fait que la valeur du
c��cient de restitution est tr�es sensible �a la moindre imperfection de la surface de la cible
puisque le rayon de contact est tr�es petit �de l�ordre de �
�� m �a �
�� m quand la vitesse
d�impact varie de �
�� m�s �a �
�� m�s�� Bien que l�incertitude sur la mesure de �n soit de
plus en plus grande lorsque la vitesse d�impact diminue� �n a tendance �a diminuer pour les
tous derniers rebonds mesur�es� Comme l��energie dissip�ee sous forme d�ondes �elastiques et sous
forme visco�elastique ou de �exion de la cible doit diminuer lorsque la vitesse diminue �voir le
x �I����� la d�ecroissance de �n sur la Fig� �II��� pourrait �etre la preuve de l�apparition d�un
nouveau m�ecanisme de dissipation� Cependant� comme nous le verrons au x �II���� il n�en sera
rien�

II�� Mod�ele conservatif

Dans ce paragraphe� on se propose de montrer que l�interaction non lin�eaire de Hertz� seule�
ne permet pas de d�ecrire les derniers rebonds et les oscillations de la bille sur le capteur� qui
ont �et�e observ�es exp�erimentalement au x �II���� Pour cela� la loi de contact de Hertz sera
modi��ee en tenant compte de l�in�uence de la gravit�e lors de l�interaction entre la bille et
le capteur� Dans toute cette partie� on utilisera un mod�ele conservatif qui ne pourra bien
�evidemment pas d�ecrire les ph�enom�enes dissipatifs intrins�eques �a l�exp�erience et qui seront
introduits ensuite dans le mod�ele du x �II����

Soit x la variable� mesurant la distance entre la bille et le sol �� situ�ee sur un axe vertical
dirig�e vers le bas d�origine la surface du sol� Une interp�en�etration entre la bille et la table
correspondra donc �a une valeur de x positive� alors que le d�ecollement de la bille depuis la
table sera compt�e n�egativement� Si la dissipation est n�eglig�ee� la bille est soumise� au cours
du temps� �a son poids� pour x quelconque� et �a son interaction avec le sol� lorsque x � 
� que
l�on peut d�ecrire par la loi non lin�eaire de Hertz� La dynamique de la bille est alors la suivante

m
d�x

dt�
� mg �Kjxj���H �x� o�u H �x� �

��
� � si x � 
�


 sinon�
�II��
�

avecm � ���
�� kg la masse de la bille en carbure de tungst�ene de rayon R et g � �� 
�m�s�

l�acc�el�eration de la gravit�e� La constante K repr�esente le c��cient de la loi de Hertz pour un
contact sph�ere�plan �voir x �I�	���� et est d�e�nie par l�Eq� �I����� En utilisant les propri�et�es
du carbure de tungst�ene �module d�Young Es et c��cient de Poisson 
s� et R � � mm�
une bonne estimation de K est obtenue si on prend les valeurs du module d�Young Ep et
du c��cient de Poisson 
p du capteur comme �etant ceux de l�acier inoxydable massif� En
utilisant alors les caract�eristiques du tableau p� �� et l�Eq� �I����� on obtient

K � �� 	��� �
�� kgm���s��� �II����

�� En pratique� le �� sol �� correspond au capteur� On gardera cette d�enomination dans la suite�

�




On s�int�eresse exclusivement aux temps o�u la bille reste en contact avec le sol� c���a�d� pour
x � 
� Dans cette limite� l�Eq� �II��
� devient

d�x

dt�
� g � K

m
x���� �II����

Le poids de la bille peut �etre n�eglig�ee lors de son interaction avec le sol si le deuxi�eme
terme du membre de droite de l�Eq� �II���� est tr�es grand devant g� c���a�d� pour des distances
d�interp�en�etration x telles que

x�
	mg

K


���
� �
�� m� �II��	�

Lorsque la bille est l�ach�ee d�une hauteur de l�ordre du millim�etre� la distance maximale
d�interp�en�etration est de l�ordre du microm�etre� Les e�ets de la gravit�e lors de l�interaction
sont donc n�egligeable pour les premiers rebonds� Cependant� �a la �n des rebonds� les vitesses
d�impact sont tr�es faibles et la bille peut ne p�en�etrer que sur une distance de l�ordre de
�
�� m ( la dynamique des rebonds est alors a�ect�ee� de fa�con signi�cative� par la gravit�e�

L�Eq� �II���� peut se mettre sous la forme d�une �equation d�ecrivant le mouvement d�une
masse ponctuelle dans un potentiel V �x�

d�x

dt�
� �dV

dx
o�u V �x� � �gx'

�K

�m
x��� ' C� �II����

o�u C est une constante d�int�egration qui sera d�etermin�ee par les conditions initiales� Cette
�energie potentielle correspond �a la somme d�une �energie potentielle �elastique positive et d�une
�energie potentielle de gravit�e n�egative� La dynamique du syst�eme est r�egie par la comp�etition
entre ces deux �energies� La forme de ce potentiel est repr�esent�ee sur la Fig� �II�
�� L�abscisse
x� du minimum du potentiel est

x� �
	mg

K


��� � �� �
�� m� �II����

et l�intersection de V �x� avec l�axe des abscisses� pour C � 
� est

xc �

�
�mg

�K

����

� 	� �
� �
�� m� �II����

Supposons que lors d�un contact entre la bille et le sol� la bille r�ealise son cycle de charge
de x � 
 jusqu��a une distance d�interp�en�etration maximale xmax o�u sa vitesse s�annule� A cet
instant� la bille poss�ede uniquement de l��energie potentielle V �xmax�� somme d�une �energie
potentielle �elastique et de gravit�e� Si cette �energie potentielle totale est su�samment grande
�V �xmax� � 
�� c���a�d� si xmax est su�samment grand �xmax � xc�� la bille aura emmagasin�e
assez d��energie potentielle �elastique pour pouvoir r�ealiser enti�erement son cycle de d�echarge
et pour d�ecoller de la table� D�un autre c�ot�e� si xmax 
 xc� l��energie potentielle emmagasin�ee
�a la �n du cycle de charge sera trop faiblement �elastique �V �xmax� 
 
�� pour que la bille
puisse �nir son cycle de d�echarge� Dans ce cas l�a� la bille ressent son propre poids de fa�con
signi�cative� avant qu�elle ait pu d�ecoller de la table� ce qui a pour e�et d�augmenter l�inter�
p�en�etration x et ainsi de faire subir �a la bille un mouvement oscillant d�amplitude constante
puisque l�on suppose� dans ce mod�ele� que le contact se fait sans dissipation d��energie�

��



Les r�esultats pr�ec�edents� bas�es sur la simple �etude du potentiel V �x�� peuvent �etre con�r�
m�es en int�egrant num�eriquement l�Eq� �II����� A t � 
� on suppose que la bille a �ni son cycle
de charge et se trouve en x�
� � xmax o�u sa vitesse est nulle � *x�
� � 
�� Avec ces conditions
initiales� on peut �etudier le mouvement de la bille pour di��erentes valeurs de xmax�
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Fig� II�
 � Allure du potentiel V �x� � �gx ' �K
�mx

��� ' C� avec C � 
� en fonction de la
distance d
interp�en�etration x �en traits pleins
� x� correspond �a l
abscisse du minimum de
V �x�� xc correspond �a l
interp�en�etration maximale critique telle que pour xmax � xc la bille
d�ecolle de la table tandis que pour xmax 
 xc la bille oscille ind�e�niment sur la table autour

de x�� Allure du potentiel V �x� au voisinage de x� � V �x� � V �x�� '
�K
�mx

���
� �x � x��

� �en

traits pointill�es
 et du potentiel d
interaction de Hertz V ��x� � �K
�mx

��� ' C avec C � 
 �en
traits mixtes
 en fonction de x�

La �gure �II��� montre l��evolution� au cours du temps� de l�interp�en�etration x� lors du
cycle de d�echarge� pour quatre valeurs de xmax� Lorsque la bille est l�ach�ee d�une hauteur de
� mm� l�interp�en�etration maximale vaut xmax � �� � �m� et par cons�equent la pesanteur est
n�egligeable devant la force �elastique �voir l�Eq� �II��	��� Le cycle de d�echarge est donc r�egi
par la loi de Hertz� comme le montre la Fig� �II��a�� jusqu�au moment o�u la bille d�ecolle de
la table� apr�es ��� 
 �s de contact� La �gure �II��b� montre l��evolution de x� pour une dur�ee
de contact grande par rapport �a la pr�ec�edente� c���a�d� pour xmax tellement petit qu�il est
n�ecessaire de tenir compte des e�ets de poids de la bille lors du cycle de d�echarge� Cependant
xmax est l�eg�erement sup�erieure �a xc� ce qui permet �a la bille d�avoir emmagasin�e su�samment
d��energie �elastique pour pouvoir d�ecoller de la table� La di��erence entre la courbe en pointill�es
de la Fig� �II��b�� solution de Hertz classique� et la courbe en traits pleins� solution de l�Eq�
�II����� est signi�cative du r�ole important de la gravit�e lors de l�interaction� Pour xmax 
 xc�
la bille n�a plus assez d��energie �elastique pour pouvoir quitter la table �voir la Fig� �II�
��
et oscille en restant ind�e�niment en contact avec la table� puisque le syst�eme est conservatif

�




�voir les Figs� �II��c�d���
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Fig� II�� � Evolution de l
interp�en�etration x� au cours du temps� pour di��erentes valeurs de
xmax � �a
 xmax � �� � � �
�� m � xc � �b
 xmax � 	� �� � �
�� m � xc � �c
 xmax �
	� �
� �
�� m � xc � �d
 xmax � �� 
� �
�� m 
 xc� Les courbes en traits pointill�es des
Figs� �a�b
 sont d�eduites de la loi de Hertz o�u la gravit�e est n�eglig�ee� Les courbes en traits
pleins correspondent aux r�esultats de l
int�egration num�erique de l
Eq� �II���
� Il est �a noter
que les deux courbes de la Fig� �a
 sont confondues� La p�eriode des oscillations des Figs� �c

et �d
 est� respectivement� ��� et �	� �s� Les calculs� pour les Figs� �a�b
� divergent lorsque
la bille quitte la table �x 
 

 alors que ceux des Figs� �c�d
 sont stopp�es au bout de �

 �s�

II�	�� In�uence de la gravit�e sur le temps de collision

En multipliant l�Eq� �II���� par dx�dt et en int�egrant par rapport �a t� on a

�

�

�
dx

dt

��

� gx� �K

�m
x��� ' C� �II����

o�u la constante d�int�egration C est d�etermin�ee par trois conditions ind�ependantes � �a t � 
�
x�
� � 
 et �dx�dt�jt�� � vimp d�une part� et d�autre part la vitesse de la bille s�annule lorsque
x � xmax� Ainsi�

C �
�

�
v�imp � �gxmax '

�K

�m
x���max� �II��
�

��



La relation liant la vitesse d�impact vimp de la bille juste avant le choc et l�interp�en�etration
maximale produite lors du choc est alors

vimp �

r
�K

�m
x
���
max � �gxmax� �II����

Le second terme sous la racine carr�ee est la correction apport�ee �a la loi de Hertz due �a l�e�et
de la gravit�e� En e�et� la relation entre l�interp�en�etration x�max obtenue par la loi de Hertz et
la vitesse d�impact vimp s��ecrit� d�apr�es l�Eq� �I�		��

vimp �

r
�K

�m
x�max

���� �II��
�

Ainsi� �a vitesse d�impact donn�ee� le mod�ele de Hertz modi��e par la gravit�e d�etermine une
interp�en�etration maximale xmax di��erente de celle obtenue par la th�eorie de Hertz seule x�max�

L�Eq� �II���� d�e�nie le point repr�esentatif de l��evolution de l�interp�en�etration x dans l�es�
pace des phases �dx�dt� x�� pour une valeur donn�ee de l��energie totale C� c���a�d� de la vitesse
d�impact vimp �voir l�Eq� �II��
��� La �gure �II��
a� montre le diagramme des phases pour le
mod�ele de Hertz modi��e par la pesanteur� c���a�d� pour le potentiel V �x� de l�Eq� �II����� La
�gure �II��
b� montre le diagramme des phases pour le mod�ele de Hertz seul� c���a�d� pour le
potentiel V ��x� �voir la Fig� �II�
��� Chacune des courbes de chemin en traits pleins corres�
ponds �a un rebond de la bille pour une certaine valeur de C � 
� c���a�d� pour xmax � xc�
Lorsque vimp � 
 �C � 
�� les courbes de chemin en traits pleins tendent soit vers un cycle
limite �en traits mixtes sur la Fig� �II��
a�� soit vers le point �
� 
� sur la Fig� �II��
b��� Cette
di��erence provient du fait que lorsque vimp � 
� xmax � xc pour le mod�ele de Hertz modi��e
par la pesanteur� tandis que x�max � 
 pour le mod�ele de Hertz seul� Cela signi�e que lors�
qu�une bille est pos�ee sur une table sans vitesse� la bille est l�eg�erement compress�ee sur une
distance maximale xc lorsque la pesanteur est prise en compte� alors qu�aucune d�eformation
n�intervient pour le mod�ele de Hertz seul� Pour une valeur n�egative de l��energie totale� c���a�d�
pour xmax 
 xc� les courbes de chemin en traits pointill�es sur la Fig� �II��
a�� sont des cycles
limites correspondant aux oscillations de la bille autour de la distance d�interp�en�etration x��

En s�eparant les variables de temps et d�espace dans l�Eq� �II����� nous pouvons l�int�egrer�
et en utilisant le fait que la dur�ee totale du contact est le double du temps que met la bille
pour passer de x � 
 �a x � xmax �puisqu�il n�y a pas de dissipation�� la dur�ee totale du
contact s��ecrit

� � �

xmaxZ
�

dxq
v�imp ' �gx� �K

�mx
���

� �II����

Avec 
 � x�xmax� l�Eq� �II���� devient

� � �
xmax

vimp

Z �

�

d
p
� ' a
 � b
���

� �II����

o�u a et b sont des fonctions de xmax telles que

�

a
�

�K

�mg
x���max � � �

�

b
� �� �mg

�Kx
���
max

� �II��	�

��
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Fig� II��
 � Mod�ele conservatif � �a
 Diagramme des phases pour le mod�ele de Hertz modi��e
par la pesanteur� pour di��erentes valeurs de l
�energie totale C � mv�imp��� �b
 M�eme l�egende
que pour la Fig� �a
 avec g � 
� c���a�d� pour le mod�ele de Hertz seul� Pour les deux �gures�
les courbes d
�equi��energie en traits pleins correspondent �a C � �� �� �
�	 � �
�	 � �� �
�� �
� � �
�� et � � �
�� J � la courbe d
�equi��energie en traits mixtes �a C � 
 et les courbes
d
�equi��energie en pointill�es �a C � ��� �� �
�� � ��� �
�� � ��� �� �
�� et ��� �
�	 J� En
�a
� les courbes en traits pleins sont pour C � 
� c���a�d� pour xmax � xc � la courbe en traits
mixtes pour C � 
� c���a�d� pour xmax � xc et les courbes en pointill�es pour C 
 
� c���a�d�
pour xmax 
 xc� Seules les solutions en traits pleins apparaissent en �b
� c���a�d� pour C � 
�
puisque x�max � 
 quand C � 
�

�	



La dur�ee du contact � est donc une fonction d�une seule variable xmax ou vimp� puisque
l�une et l�autre sont reli�ees par l�Eq� �II����� L�Eq� �II���� peut �etre compar�ee avec la dur�ee
de contact �� obtenue par la loi de Hertz classique qui s��ecrit� d�apr�es les Eqs� �I�	��� �I�	��
et �I�	���

�� � �
x�max

vimp

Z �

�

d
p
�� 
���

� �� ��
x�max

vimp
� �II����

L�int�egrale apparaissant dans l�Eq� �II���� n�a pas d�expression analytique� mais peut �etre
calcul�ee par int�egration num�erique� A�n de comparer quantitativement les r�esultats exp�eri�
mentaux des temps de collisions �Fig� �II���� avec ceux des simulations num�eriques� il est
n�ecessaire de modi�er la valeur du param�etre K� En e�et� le c��cient K de la loi de Hertz
a �et�e calcul�e �voir l�Eq� �II����� pour un contact entre une sph�ere en carbure de tungst�ene
massif et un plan en acier inoxydable massif� Ce c��cient K fait intervenir les param�etres
�elastiques �module d�Young et c��cient de Poisson� des deux mat�eriaux entrant en collision�
Il est �evident que les param�etres �elastiques du capteur d�impact� recouvert d�acier inoxydable�
ne sont pas les m�emes que ceux de l�acier massif� De m�eme� ceux d�une bille au carbure de
tungst�ene� qui est probablement un alliage de carbure de tungst�ene et de cobalt� ne sont pas
strictement identiques �a ceux du carbure de tungst�ene massif�

Cependant� une valeur exp�erimentale Kexp peut �etre d�eduite de la mesure du temps de
collision du premier rebond� Puisque la dur�ee cette collision est obtenue par la loi de Hertz�
en reportant l�Eq� �II��
� dans l�Eq� �II����� il est ais�e de d�eterminer K de fa�con exp�erimen�
tale� connaissant la mesure du temps de collision du premier rebond �voir le x �II������ et la
hauteur de la chute libre � Kexp � 
� 	
�� �
� kgm���s��� Il est �a noter que cette valeur est
consid�erablement plus petite que celle de l�Eq� �II�����
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Fig� II��� � Evolution du temps de collision � en fonction de v
����
imp � par int�egration num�erique

de l
Eq� �II���
 avec K � Kexp� pour di��erentes valeurs de xmax �courbe en traits pointill�es
 �
par la loi de puissance �� � �� ��� �m

�Kexp
����vimp

���� obtenue par la loi de Hertz classique

�courbe en traits pleins identique �a celle de la Fig� �II��

 � les croix repr�esentent les points
exp�erimentaux�

��



La courbe en traits pointill�es de la Fig� �II���� montre l��evolution de � � calcul�ee par
int�egration num�erique de l�Eq� �II����� avec K � Kexp� pour di��erentes valeurs de xmax� en
fonction de vimp

����� Les r�esultats exp�erimentaux� repr�esent�es par des croix� sont en accord
qualitatif et quantitatif avec ceux du mod�ele de Hertz modi��e par la gravit�e �courbe en traits
pointill�es� � le temps de collision a tendance �a cro��tre beaucoup plus rapidement que ne le
laisserait pr�esager la loi de Hertz� Ainsi� l�in�uence de la gravit�e lors de l�interaction impose �a
la bille de passer un temps plus long sur le capteur� Ce comportement r�esulte de la di��erence
entre les interp�en�etrations x�max et xmax� respectivement calcul�ee par le mod�ele de Hertz et
celui de Hertz modi��e � �a vitesse d�impact �x�ee� l�interp�en�etration maximale� entre la bille et
le plan� est plus grande dans le cas o�u la gravit�e est prise en compte que dans celui o�u elle est
n�eglig�ee� En e�et� le sens de la force de gravit�e� c���a�d� celui de l�interp�en�etration x� s�oppose
au sens de la force �elastique� A vitesse d�impact �x�ee� c���a�d� pour C �x�e �voir l�Eq� �II��
���
les allures des potentiels d�interaction du mod�ele de Hertz �traits mixtes� et du mod�ele de
Hertz modi��e par la gravit�e �traits pleins�� repr�esent�ees sur la Fig� �II�
�� rendent compte�
par analogie avec le mouvement d�une masse ponctuelle dans un potentiel� que le temps de
collision calcul�e par la loi de Hertz modi��e par la gravit�e� pour un certain xmax� sera plus
grand que celui calcul�e par la loi de Hertz seule� pour un certain x�max� avec xmax � x�max � xc�

Cet �ecart entre les deux mod�eles diverge lorsque xmax � xc� c���a�d� en reportant l�Eq�
�II���� dans l�Eq� �II����� lorsque vimp � 
� A vimp � 
� c���a�d� pour xmax � xc� l�in�uence
de la gravit�e� lors de l�interaction� impose �a la bille d�osciller in�niment sur la surface plane
�voir la Fig� �II��c��� Dans ce cas l�a� tout se passe comme si l�on �� posait ��� �a vitesse nulle�
une bille sur un ressort� non pr�econtraint� qui successivement se comprimerait et se dilaterait
sans cesse� puisque ce mod�ele est non dissipatif�

Pour xmax 
 xc� parler de vitesse d�impact n�a pas de sens puisque l�Eq� �II���� n�est
pas d�e�nie� Cependant� le mouvement oscillant observ�e num�eriquement �voir la Fig� �II��d���
pour xmax 
 xc� peut se comprendre comme pr�ec�edemment � la bille est �� pos�ee ��� �a vitesse
nulle� sur un ressort pr�econtraint et on laisse le syst�eme �evoluer librement sans dissipation� La
valeur de cette pr�econtrainte initiale est telle que le ressort doit �etre enfonc�e d�une distance
xc � xmax� Il est �a noter que si xmax � x�� le mouvement oscillant dispara��t puisque l��energie
potentielle �elastique� emmagasin�ee par le ressort pr�econtraint� est exactement compens�ee par
celle due au poids de la bille � le syst�eme est alors en �equilibre�

Bien �evidemment� exp�erimentalement� la valeur vimp � 
 n�est jamais atteinte et ainsi
xmax ne peut �etre inf�erieur ou �egal �a xc et par cons�equent les oscillations de la bille sur
le capteur ne devraient pas �etre observables� Cependant� bien que la vitesse d�impact ne
s�annule pas exactement lors des derniers rebonds� la dissipation lors du contact permet �a la
bille d�acqu�erir une valeur xmax inf�erieure �a xc� Le mouvement oscillant ainsi obtenu est alors
amorti au cours du temps �a cause des e�ets dissipatifs�

II�	�� P�eriode des oscillations de la bille

Les simulations de la Fig� �II��� ont montr�e que les e�ets de la gravit�e dominent les e�ets
�elastiques pour xmax 
 xc ( en dessous de cette valeur critique la bille oscille alors ind�e�niment
avec une p�eriode donn�ee� La di��erence avec le syst�eme r�eel �la d�ecroissance de l�amplitude
des oscillations� est due �a l�absence de dissipation dans le mod�ele� Dans ce paragraphe� une
expression de la p�eriode des oscillations de la bille est obtenue et est compar�ee �a la valeur
exp�erimentale �Texp� et �a la valeur num�erique �Figs� II��c�d��

Les �equations �II���� et �II��
� font intervenir 	 unit�es ind�ependantes �une masse M � un

��



temps T et une longueur L� et � variables ind�ependantes �la masse de la bille m� l�acc�el�eration
de la pesanteur g� le param�etre d��elasticit�e K� l�interp�en�etration maximale xmax et la p�eriode
des oscillations T �� D�apr�es le th�eor�eme +� on peut fabriquer � nombre sans dimensions� Les
dimensions des variables �etant les suivantes K en ML����T��� g en LT��� xmax en L et m
en M ( on peut trouver � nombre sans dimension en cherchant d�une part ��� �� et �� de sorte
que m��g��K��T � Cste et d�autre part ��� �� et �� de sorte que m��g��K��xmax � Cste�
On obtient alors l�expression g�en�erale de la p�eriode des oscillations

T � B

�
m

Kg���

����

F

�
xmax

x�

�
� avec xmax 
 xc� �II����

o�u B est une constante num�erique et F ��� une fonction inconnue� Notons que cette p�eriode
d�epend de l�amplitude maximale des oscillations xmax�

En premier lieu� supposons que l�amplitude des oscillations soient petites� c���a�d� xmax �
x�� et F soit une constante� Pour xmax 
 xc� le syst�eme subit des oscillations centr�ees sur x��
Au voisinage de x�� on peut d�evelopper le potentiel de l�Eq� �II���� selon

V �x� � V �x�� ' �x� x��
dV

dx

����
x�x�

'
�

�
�x� x��

�d
�V

dx�

����
x�x�

' � � � � �II����

En reportant les Eqs� �II���� et �II���� dans l�Eq� �II����� le potentiel V �x� au voisinage de x�
s��ecrit

V �x� � V �x�� '
	K

�m

p
x��x� x��

�� �II����

La forme de ce potentiel est repr�esent�ee� en traits pointill�es� sur la Fig� �II�
�� En identi�ant�
au voisinage de x�� le mouvement de la bille dans le potentiel de l�Eq� �II���� �a celui d�un
oscillateur harmonique et en utilisant l�Eq� �II����� on obtient l�expression de la p�eriode des
oscillations de la bille au voisinage de x�

T
��
xmax�x�

� ��

r
�

	

�
m

Kg���

����

� �II��
�

A�n de comparer la valeur th�eorique avec la valeur exp�erimentale� T est calcul�e avecK � Kexp

selon l�Eq� �II��
�� ce qui conduit �a

T
��
xmax�x�

� ��� �s� �II����

Cette valeur est en bon accord avec le r�esultat exp�erimentaux �voir l�Eq� �II�
��� De plus�
nous pouvons comparer la valeur num�erique Tnum � �	� �s obtenu lors de la simulation pour
xmax proche de x� �voir la Fig� �II��d��� avec la valeur de K donn�ee par l�Eq� �II����� L�Eq�
�II��
� avec cette valeur de K conduit alors �a une valeur th�eorique T � �	� �s qui est en tr�es
bon accord avec Tnum�

Recherchons maintenant l�expression de la p�eriode des oscillations de la bille pour des
oscillations de grande amplitude� Ces derni�eres d�ebutent lorsque vimp � 
� c���a�d� d�apr�es les
Eqs� �II���� et �II����� quand xmax � xc� La p�eriode des oscillations est alors donn�ee par l�Eq�
�II���� avec vimp � 
 et xmax � xc� selon

T
��
xmax�xc

� �

xcZ
�

dxq
�gx� �K

�mx
���

� �II�	
�

��



Avec 
 � x�xc et d�apr�es l�Eq� �II����� l�Eq� �II�	
� devient
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Finallement�d�apr�es la valeur � de l�int�egrale de l�Eq� �II�	���

T
��
xmax�xc

�
�!���	���

�

r
�

	

�
�

�

����� m

Kg���

����

� �� 	


�
m

Kg���

����
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o�u !��� est la fonction Gamma �� La valeur th�eorique de la p�eriode des oscillations de grande
amplitude est calcul�ee selon l�Eq� �II�	�� avec K � Kexp

T
��
xmax�xc

� �
� �s� �II�		�

Cette valeur est en excellent accord avec le r�esultat exp�erimental de l�Eq� �II�
� d�eduit de la
courbe liss�ee de la Fig� �II���� De plus� nous pouvons comparer la valeur num�erique Tnum �
��� �s obtenu lors de la simulation pour xmax proche de xc �voir la Fig� �II��c��� avec la
valeur de K donn�ee par l�Eq� �II����� L�Eq� �II�	�� avec cette valeur de K conduit alors �a
T � ��	 �s�

II�	 Mod�ele dissipatif visco�elastique

Le mod�ele conservatif du x �II��� d�ecrit de fa�con satisfaisante les rebonds de la bille ainsi
que ses oscillations sur le capteur� Cependant� en pratique� lors d�une collision binaire quasi�
�elastique� une tr�es faible quantit�e d��energie est toujours dissip�ee par le syst�eme �voir x �I�����
A�n tenir compte de ces ph�enom�enes dissipatifs� une force de nature dissipative Fdiss est
introduite dans l�Eq� �II��
� du mod�ele conservatif

m
d�x

dt�
� mg �Kjxj���H �x�� FdissH �x� o�u H �x� �

��
� � si x � 
�


 sinon�
�II�	��

Le choix de la forme de Fdiss est conditionn�e par les remarques des x �I��� et �II���	� o�u
il a �et�e montr�e que les pertes d��energie par vibrations rayonn�ees dans la cible et dans la bille
ou par cr�eation de d�eformations plastiques �etaient quasiment n�egligeables et ind�ependantes
de la vitesse d�impact� Ainsi� dans la suite� on ne s�int�eresse qu�au m�ecanisme de dissipation
visco�elastique et Fdiss s��ecrit alors

Fdiss � � *xjxj� �II�	��

o�u � est un nombre r�eel caract�erisant la nature lin�eaire �� � 
� ou non lin�eaire �� �� 
� de
la force visco�elastique� et � un c��cient de dissipation qui peut �etre reli�e �a une viscosit�e
dynamique � �d�unit�e kgm��s�� � Ns�m�� selon � � �R��� avec R le rayon de la bille�

La force de contact visqueuse F � �Kjxj��� � � *xjxj�� apparaissant dans l�Eq� �II�	��� a
�et�e r�ecemment �etudi�ee pour simuler num�eriquement avec � � 
 ��	� ��� et � � ��� ����� la loi

�� Voir l	Eq� ��������� de la Ref� 
����
�� Voir l	Eq� ��������� de la Ref� 
��� pour une de�nition de la fonction Gamma�

��



d�int�eraction entre grains dans un milieu granulaire� Une �etude comparative des propri�et�es
de ces lois d�interaction visco�elastiques� fr�equemment utilis�ees de fa�con ph�enom�enologique
dans les simulations num�eriques� a �et�e faite r�ecemment ���� ���� D�un point de vue th�eorique�
en tenant compte exclusivement des e�ets dissipatifs sous forme visco�elastique� Kuwabara
et Kono �		�� puis r�ecemment Hertzsch �	�� et Brilliantov �	�� ont g�en�eralis�e les arguments
de Hertz et ont obtenu une expression pour la force de contact agissant entre deux corps
visco�elastiques� selon l�Eq� �I����� c���a�d� pour � � ��� �voir le x �I�����

On rappelle que le c��cient de restitution� au cours d�une collision binaire� est d�e�nie par
l�Eq� �I����� Pour une collision entre une sph�ere et un plan� nous pouvons g�en�eraliser le travail
de Kuwabara et Kono �		� pour � � ��� �a n�importe quelle valeur de �� a�n d�obtenir une
expression du c��cient de restitution en fonction de la vitesse d�impact� Cette expression sera
valide pour une loi d�interaction d�e�nie par l�Eq� �II�	�� pour x � 
� dans la limite faiblement
dissipative� sans le terme de gravit�e et avec une force visco�elastique donn�ee par l�Eq� �II�	���
Dans la limite �� �� on d�emontre alors� dans l�annexe C� que

� � �� �
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o�u B�y� z� est une fonction Beta 	 avec y et z des nombres r�eels avec des parties r�eelles positives�
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Fig� II��� � C��cient de restitution � en fonction de vimp� Les croix correspondent aux points
exp�erimentaux� Les lignes correspondent aux solutions th�eoriques des Eqs� �II���
 � � � 
 avec
��m � �	
 s�� �ligne en pointill�es
� � � ��� avec ��m � �� 	� �
� m����s�� �ligne en traits
mixtes
 et � � ��� avec ��m � �� � � �
� m����s�� �ligne en traits pleins
� Dans tous les
cas� K�m � Kexp�m � �� 
��� �
�� m���s���

�� Voir l	Eq� ���������� de la Ref� 
��� pour une d�e�nition de la fonction Beta�
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L��evolution de �� d�apr�es les Eqs� �II�	��� est pr�esent�e sur la Fig� �II���� en fonction de
vimp pour � � 
� ��� et ���� Pour chaque valeur de �� le param�etre de dissipation � est choisi
tel que les solutions th�eoriques d�ecrivent de la meilleur fa�con les r�esultats exp�erimentaux�
Lorsque les vitesses d�impact sont su�samment grande pour pouvoir n�egliger les e�ets de

la gravit�e� les r�esultats obtenus d�apr�es les Eqs� �II�	��� c���a�d� � � � � v

�������
imp � doivent

�etre en accord avec les r�esultats exp�erimentaux� Exp�erimentalement� pour de telles vitesses�
� semble constant en moyenne et ind�ependant de vimp �voir la Fig� �II������ les �uctuations
�etant dues aux imperfections des surfaces des corps en contacts �voir page �
�� D�apr�es les
Eqs� �II�	��� dans la limite �� �� c���a�d� �� �� une telle propri�et�e est v�eri��ee par le mod�ele
visco�elastique non lin�eaire � � ���� Bien �evidemment� lorsque la gravit�e n�est plus n�egligeable�
c���a�d� �a basse vitesse d�impact� les Eqs� �II�	�� ne sont plus valides et par cons�equent� les
solutions th�eoriques sont en d�esaccord avec les donn�ees exp�erimentales �voir les lignes de
la Fig� �II������ Ainsi� nous devons rechercher quelle est la valeur de � qui d�ecrit la mieux
les r�esultats exp�erimentaux �a basse vitesse d�impact� Cela va �etre le but des deux prochains
paragraphes �a l�int�erieur desquel trois valeurs de � seront consid�er�es � � � 
 pour des raisons
de simplicit�e �mod�ele lin�eaire�� � � ��� puisque ce mod�ele conduit �a � � �vimp�

� qui poss�ede
le m�eme comportement que celui des r�esultats exp�erimentaux �a haute vitesse d�impact� et
� � ��� correspondant au mod�ele th�eorique�
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Fig� II��	 � C��cient de restitution � en fonction de vimp� Les croix correspondent aux points
exp�erimentaux� Les lignes correspondent aux simulations num�eriques � � � 
 avec ��m �
�	
 s�� �ligne en pointill�es
 � � � ��� avec ��m � �� 	 � �
� m����s�� �ligne en traits
mixtes
 et � � ��� avec ��m � �� � � �
� m����s�� �ligne en traits pleins
� Pour toutes
les simulations � K�m � Kexp�m � �� 
�� � �
�� m���s�� et vimp varie de �� 	 � �
�� �a
�� �
�� m�s avec un pas de �� �� �
�� m�s�

��



II���� Mod
eles visco�elastiques ph�enom�enologiques

Mod�ele lin�eaire � � � 


Une m�ethode Runge�Kutta d�ordre � est utilis�ee pour r�esoudre num�eriquement l��equation
non lin�eaire �II�	�� avec � � 
� A t � 
� la bille heurte le plan avec une vitesse d�impact
vimp� Les conditions initiales du probl�eme sont alors x�t � 
� � 
 et *x�t � 
� � vimp�
Le pas de temps d�int�egration utilis�e est tr�es inf�erieur au temps typique � de collision entre
une sph�ere et un plan � la dur�ee du premier impact est ��� � �s et le pas de temps 
� � �s�
L�int�egration num�erique est stopp�ee lorsque l�interp�en�etration x devient n�egative� c���a�d� �a
la �n de l�int�eration entre la bille et le plan� d�eterminant ainsi la dur�ee � de la collision� La
vitesse vf de la bille �a la �n de la collision est donn�ee par *x�t � �� et la valeur du c��cient
de restitution par l�Eq� �I����� R�ep�etant cette proc�edure pour di��erentes valeurs de la vitesse
d�impact vimp� on peut alors tracer l��evolution du c��cient de restitution en fonction de
vimp pour un choix du param�etre de dissipation � �voir la courbe en traits pointill�es de la
Fig� �II��	��� Lorsque la gravit�e est n�egligeable� la d�ependance entre � et vimp est donn�ee
par les Eqs� �II�	�� avec � � 
 �voir la courbe en traits pointill�es de la Fig� �II����� ( ce
qui ne reproduit pas les r�esultats exp�erimentaux� Cependant� lorsque la gravit�e n�est plus
n�egligeable� le syst�eme dissipe plus d��energie quand la vitesse d�impact devient tr�es faible�
une tendance qui est identique �a celle observ�ee exp�erimentalement�

Mod�ele non lin�eaire � � � ���

En utilisant maintenant une force visco�elastique non lin�eaire donn�ee par l�Eq� �II�	�� avec
� � ���� int�egrons num�eriquement l��equation �II�	�� en proc�edant de la m�eme fa�con qu�au
x �II����� du mod�ele lin�eaire� L��evolution du c��cient de restitution est pr�esent�ee en traits
pleins sur la Fig� �II��	� en fonction de la vitesse d�impact pour un choix du param�etre de
dissipation �� Cette courbe montre qu��a haute vitesse d�impact le c��cient de restitution est
ind�ependant de vimp� Cette propri�et�e provient de la d�ependance non lin�eaire de la dissipation
avec la puissance ��� de l�interp�en�etration �voir les Eqs� �II�	�� avec � � ����� Ce r�esultat
est en bon accord avec les donn�ees exp�erimentales qui semblent ind�ependantes de vimp pour
de telles vitesses� De plus� comme dans le cas visco�elastique lin�eaire� nous observons une
augmentation de l��energie dissip�ee lorsque la vitesse diminue� une tendance qui est identique
�a celle observ�ee exp�erimentalement�

II���� Mod
ele visco�elastique th�eorique �� � ����

Bien que le mod�ele pr�ec�edent en � � ��� d�ecrive correctement les r�esultats exp�erimentaux
aussi bien �a haute qu��a basse vitesse� la force dissipative d�Eq� �II�	�� a �et�e introduite de fa�con
ph�enom�enologique dans l�Eq� �II�	�� r�egissant la dynamique du contact� La partie dissipative
de la force de contact� consid�er�ee dans ce paragraphe� provient d�une extension visco�elastique
de la th�eorie de Hertz du contact �elastique� L�expression de la force de contact visco�elastique�
agissant lors de la collision entre une sph�ere et un plan� s��ecrit �voir l�Eq� �I���� ou les Ref�
�		� 	�� 	���

F � �Kjxj��� � � *xjxj��� � �II�	��

�� Ce temps de collision est le plus petit qui apparaisse dans le syst
eme� puisque l	Eq� �II���� n	a de sens
que dans la limite quasi�statique o
u la propagation de l	onde acoustique au sein d	une bille est n�eglig�ee�

�




o�u K est le c��cient de la loi Hertz pour un contact sph�ere�plan d�Eq� �I���� et � le c��cient
de dissipation tel que � � �

�KD� D est une fonction des c��cients �elastiques des mat�eriaux
de la sph�ere �Es et 
s� et du plan �Ep et 
p� ainsi que des c��cients de viscosit�e� associ�es
respectivement au cisaillement et �a la d�eformation en volume� des mat�eriaux de la sph�ere
�respectivement �s et �s� et du plan �respectivement �p et �p� �		� 	�� 	���

Les valeurs de � et �� repr�esentant la viscosit�e dans un solide� peuvent �etre obtenues exp�eri�
mentalement par la mesure des vitesses et des constantes d�att�enuation des ondes acoustiques
longitudinales ou transverses dans ce mat�eriau ��	� 		�� Cependant� les valeurs de ces para�
m�etres �a des fr�equences de l�ordre de �
 kHz� correspondant �a la dur�ee de la collision� ne sont
pas disponibles dans la litt�erature �		�� D sera donc un param�etre ajustable�

Il est �a noter que l�expression de la force de contact de l�Eq� �II�	�� a �et�e obtenue dans
le r�egime quasi�statique� c���a�d� lorsque la vitesse caract�eristique du probl�eme� vimp� est tr�es
inf�erieure �a la vitesse du son dans les mat�eriaux constituant la sph�ere et le plan �	��� Cette
approximation quasi�statique est l�egitime dans nos exp�eriences puisque la vitesse maximale
d�impact est vimp � 
� � m�s tandis que les vitesses du son dans le carbure de tungst�ene et
l�acier inoxydable sont respectivement de l�ordre de �


 et �


 m�s �cf� la table page ����

Lorsque la gravit�e est n�egligeable lors de l�interaction� et pour � proche de �� le c��cient
de restitution d�epend de la puissance ��� de la vitesse d�impact �voir les Eqs� II�	� et la
Ref� �		��� Un choc est donc plus �elastique �ou moins dissipatif� �a basse vitesse d�impact�
Cette d�ependance en vitesse semble �etre con�rm�ee par les exp�eriences �		� de collisions entre
deux sph�eres identiques� pour di��erents mat�eriaux �acier� laiton� verre� et vitesses d�impact
�
� � 
 vimp 
 � m�s�� Ces vitesses sont su�samment faibles pour pouvoir s�assurer qu�il
n�y a pas de dissipation due �a des d�eformations compl�etement plastiques des mat�eriaux mais
su�sante pour causer des d�eformations plastiques des mat�eriaux �voir le x �I����� De m�eme�
de r�ecentes exp�eriences d�impact �	�� 	�� 	
� entre des sph�eres de glace et un bloc de glace
ont �et�e r�ealis�ees pour de tr�es faibles vitesses d�impact �
� 
��
 vimp 
 �� � cm�s�� Pour cette
gamme de vitesse� le c��cient de restitution tend vers � lorsque la vitesse d�impact tend
vers z�ero� Ces exp�eriences sont compar�ees �a la th�eorie visco�elastique en � � ��� et semblent
con�rmer cette derni�ere �	�� 	��� Cependant� dans toutes ces exp�eriences� les collisions sont
r�ealis�ees au moyen deux pendules �		� ou d�un disque pendulaire et un bloc �xe �	�� 	�� 	
��
De part cette g�eom�etrie �la collision est horizontale�� les e�ets de la gravit�e sont n�egligeables
lors de l�interaction� m�eme pour de tr�es basses vitesses d�impact�

Lorsque la collision est verticale et les e�ets de la gravit�e ne sont plus n�egligeables� c���a�d�
lorsque les vitesses d�impact deviennent tr�es petites� l��evolution de � selon les Eqs� �II�	��
n�est plus valable �voir l�annexe C�� L��evolution en pr�esence de la gravit�e est alors d�etermin�ee
num�eriquement� En e�et� en utilisant une force dissipative d�Eq� �II�	�� avec � � ���� nous
integrons num�eriquement l�Eq� �II�	�� en proc�edant de la m�eme fa�con que dans le x �II������
L��evolution du c��cient de restitution est alors tra�c�ee en fonction de la vitesse d�impact pour
un choix du param�etre de dissipation � �voir la courbe en traits mixtes de la Fig� �II��	���
Le c��cient de restitution diminue de fa�con importante �a tr�es faible vitesse d�impact� Ceci
signi�e que le syst�eme dissipe plus d��energie lorsque le poids de la bille est pris en compte
durant l�interaction�

En conclusion� �a relativement basse vitesse d�impact� l��energie dissip�ee par la bille est
principalement due au m�ecanisme visco�elastique et une petite partie aux emissions d�ondes
�elastiques et de vibrations de �exions� A plus basse vitesse d�impact� la forte d�ecroissance
du c��cient de restitution lorsque vimp � 
 ne provient pas de l�apparition d�un nouveau
m�ecanisme de dissipation� mais du fait que le syst�eme dissipe l��energie d�une fa�con di��erente�

��



En e�et� lorsque la force de pesanteur est pr�epond�erante devant la force �elastique� le syst�eme
dissipe plus d��energie que lorsque la force de pesanteur est n�egligeable au cours de l�interaction�
Ceci est clair d�apr�es la Fig� �II��	� quel que soit le choix du type de force visco�elastique�

II�
 Conclusion

Une �etude exp�erimentale du comportement d�une bille rebondissant sur une surface plane
stationnaire a �et�e r�ealis�ee dans ce chapitre� Lorsque la dur�ee d�une collision devient de l�ordre
du temps de vol entre deux rebonds successifs� nous avons observ�e que la bille ne rebondit
plus mais oscille sur la surface� avec une p�eriode caract�eristique� Une expression analytique
de cette p�eriode a �et�e obtenue et est en bon accord avec les r�esultats exp�erimentaux� Nous
avons aussi mesur�e� pour chaque rebond� le c��cient de restitution et la dur�ee de la collision�
Pour pratiquement tous les rebonds� le c��cient de restitution est essentiellement constant et
proche de �� Lorsque la vitesse d�impact tend vers z�ero� c���a�d� pour les tous derniers rebonds�
nous avons observ�e une forte d�ecroissance du c��cient de restitution� De plus� pour ces tr�es
basses vitesses d�impact� la dur�ee de la collision est plus longue que celle pr�evu par la th�eorie
de Hertz� Une expression int�egrale de la dur�ee de collision a alors �et�e obtenue�

Un mod�ele non dissipatif� fond�e sur une interaction non lin�eaire entre la bille et la surface
�le contact de Hertz�� donne des r�esultats en bon accord avec les exp�eriences lorsque la gravit�e
est prise en compte au cours de l�interaction� Ce mod�ele permet alors de d�ecrire �a la fois la
dynamique du contact de tous les rebonds et les oscillations de la bille sur le plan�

Les di��erents m�ecanismes de dissipation d��energie au cours d�un rebond ont �et�e expos�es�
Nous avons soulign�e qu��a basse vitesse d�impact� ces pertes d��energie sont principalement dues
�a une dissipation visco�elastique� Un mod�ele num�erique dissipatif� fond�e sur un m�ecanisme
exclusivement visco�elastique� conduit �a une �evolution du c��cient de restitution similaire
�a celle obtenue exp�erimentalement� De plus� nous avons soulign�e que la forte d�ecroissance
du c��cient de restitution lorsque vimp � 
 ne provient pas de l�apparition d�un nouveau
m�ecanisme de dissipation� mais du fait que le syst�eme dissipe l��energie d�une fa�con di��erente �
lorsque la force de pesanteur est pr�epond�erante devant la force �elastique� le syst�eme dissipe
plus d��energie que lorsque la force de pesanteur est n�egligeable au cours de l�interaction�

Finalement� notre travail montre aussi que la singularit�e collisionnelle n�est jamais atteinte
exp�erimentalement� Par extension� l�e�ondrement in�elastique ne semble donc n��etre seulement
qu�un concept de nature th�eorique�
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Chapitre III

Dynamique de la collision d�une

colonne de N billes avec le sol
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III�� Introduction

Les exp�eriences unidimensionnelles de collisions �a N corps �N � �� sont nombreuses et
aboutissent g�en�eralement �a des r�esultats �etonnants �

� Habituellement� une bille l�ach�ee sur le sol d�une hauteur h� ne rebondira pas plus haut
que h� Mais� lorsqu�une petite bille pla�c�ee au sommet d�une bille plus grosse est l�ach�ee
simultan�ement� la petite bille rebondira beaucoup plus haut que sa hauteur de chute
initiale� En e�et� en supposant la collision �elastique� la conservation de la quantit�e de
mouvement montre que la petite bille peut atteindre une hauteur neuf fois sup�erieure �a
celle de son point de d�epart� si sa masse est n�egligeable par rapport �a celle de la grosse
bille� En pratique� pour des collisions in�elastiques� la hauteur atteinte par la petite bille�
apr�es le rebond� est plus faible mais reste sup�erieure �a h� Ce comportement est connu
sous le nom de �� l�e�et de la superballe �� ��
� ��� �
� ����

� Une cha��ne horizontale de billes identiques� chacune suspendue de la m�eme fa�con par l�in�
term�ediaire de deux �ls� exhibe un comportement exotique lorsqu�un certain nombre de
billes� �a l�une des extr�emit�es de la cha��ne� sont �ecart�ees et lan�c�ees sur les billes au repos�
En cons�equence de la conservation de l��energie et de l�impulsion totale de la cha��ne� il
est commun�ement admis� qu�apr�es la collision� un m�eme nombre de billes� que celles
lan�c�ees initiallement� s�envolent �a l�autre extr�emit�e� tandis que toutes les autres billes
sont au repos� Cependant� ces lois de conservation sont n�ecessaires mais pas su�santes
pour expliquer le comportement d�une cha��ne de plus de 	 billes ����� En e�et� les billes�
qui sont g�en�erallement d�ecrites comme �etant au repos� sont� en fait� s�epar�ees de leurs
voisines par de petites distances et poss�edent de faibles vitesses ���� �	��

Des travaux th�eoriques ���� et num�eriques ���� ��� ont �et�e r�ealis�es a�n de d�ecrire le rebond
d�une colonne de billes in�elastiques entrant en collision avec un mur stationnaire� Certaines
de ces simulations ���� utilisent des lois d�interaction ad hoc o�u la dur�ee de la collision est
grande devant z�ero tandis que d�autres ���� sont fond�ees sur une s�erie de collisions binaires
pour une colonne de sph�eres dures� c���a�d� pour lesquelles les collisions sont consid�er�ees comme
�etant instantan�ees� Cependant� jusqu��a pr�esent� aucun travail exp�erimental n�a �et�e entrepris
et les comportements observ�es num�eriquement ���� ��� sont soit irr�ealistes ou sans r�eelles
interpr�etations�

Dans ce chapitre� nous �etudions la dynamique de la collision d�une colonne de N billes
avec un mur stationnaire� Initiallement� les billes sont en contact et au repos� et sont l�ach�ees
sous l�e�et de la gravit�e d�une hauteur h au dessus du mur� La mise en place du probl�eme
est sch�ematis�ee sur la Fig� �III���� Ce syst�eme est bien adapt�e pour �etudier� de fa�con simple�
�� l�e�et de d�etachement ��� observ�e dans des simulations ��D ���� fond�ees sur une loi d�in�
teraction dissipative lin�eaire ou non lin�eaire� Cet e�et sera expliqu�e en d�etail au x �III�
�
tandis que son observation exp�erimentale et num�erique sera pr�esent�ees respectivement aux x
�III�	��� et �III������ Par extension� la faible dimensionnalit�e de l�exp�erience et le fait qu�il n�y
a pas d��energie inject�ee au cours de la collision permet d�apporter des �eclaircissements sur
les m�ecanismes pr�ecurseurs de la �uidisation des milieux granulaires vibr�es ��
� ��� ��� �voir
le x �III����� Finallement� ce probl�eme soul�eve de nombreuses questions � comment �evolue la
force� ressentie par le sol� lorsque le nombre de billes N augmente& Est�ce que les billes se
d�etachent les unes des autres apr�es la collision& Quelle est l��evolution du temps de collision
de la colonne avec le sol lorsque N cro��t&
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Le dispositif exp�erimental sera pr�esent�ee au x �III���� Les r�esultats exp�erimentaux seront
expos�es au x �III�	�� Pour une hauteur de chute �x�ee� cette �etude montre que la force maximale
ressentie par le mur lors de la chute d�une seule bille est exactement la m�eme que pour une
colonne de �
 billes , Nous verrons que cette �etonnante propri�et�e est reli�ee �a la propagation
d�une onde de d�eformation �a travers la colonne et d�epend de la �� rigidit�e �� du mur �voir le x
�III����� De plus� au x �III�	�� nous montrons que l�onde de d�eformation est �emise au d�ebut
de la collision et se propage� vers le haut� le long de la colonne avec une vitesse ind�ependante
du nombre de billes� Cette vitesse est mesur�ee comme �etant un ordre de grandeur plus faible
que la vitesse des ondes longitudinales dans le mat�eriau constituant les billes� La mesure du
c��cient de restitution e�ectif de l�ensemble de la colonne montre alors que plus le nombre
de billes de la colonne est important� plus l��energie dissip�ee lors de la collision est grande�

Au x �III���� nous pr�esenterons un mod�ele num�erique non dissipatif� La loi non lin�eaire du
contact de Hertz �voir le x �I�	���� sera utilis�ee pour d�ecrire l�interaction entre deux billes� Les
r�esultats de nos travaux num�eriques seront expos�es au x �III���� L�expression analytique de
l�onde de d�eformation sera obtenue au x �III���� En�n� au x �III�
�� nous nous focaliserons sur
le m�ecanisme de l�e�et de d�etachement des billes de la colonne� Nous soulignerons que l�e�et
de d�etachement� ainsi que� par extension� la �uidisation des milieux granulaires� provient
de la redistribution d��energie� �a l�int�erieur du syst�eme au cours de la collision et non pas
�a cause d�e�ets dissipatifs� Cette redistribution est gouvern�ee par la nature dispersive de la
propagation de l�onde de d�eformation �a travers la cha��ne de billes�
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Fig� III�� � Mise en place du probl�eme�

��



III�� Dispositif exp�erimental

Une colonne de N billes en acier inoxydable� chacune de 
 mm de diam�etre sont pla�c�ees
�a l�int�erieur d�un tube en verre de diam�etre int�erieur 
� � mm� La tol�erance sur le diam�etre
et la sph�ericit�e de chaque bille est respectivement �� �m et �� �m� Le nombre de billes
N peut varier de � �a �
� La colonne de billes repose sur un capteur de force pi�ezo�electrique
PCB �

B
� viss�e �a l�extr�emit�e d�un cylindre en duralumin lui m�eme �x�e sur un vibreur
�Br�uel % Kj-r �

��� comme le montre la Fig� �III���� Le tube de verre ne repose pas sur
le capteur mais est soit maintenu par une potence �a � mm de ce dernier� pour les hauteurs
de chute h inf�erieures au rayon R d�une bille� soit �x�e sur le cylindre en duralumin� par
l�interm�ediaire d�une corni�ere� pour h � R� Le vibreur est pilot�e par un signal cr�eneau� de
fr�equence �

 mHz� A premi�ere vue� l�utilisation d�un vibreur appara��t inappropri�e pour
les exp�eriences de chute libre� Cependant� comme l�acc�el�eration de la table du vibreur est
initiallement dirig�ee vers le bas et est sup�erieure �a l�acc�el�eration de la gravit�e� la colonne de
billes ne reposent plus sur le capteur et commence sa chute libre� Ainsi� pendant une p�eriode
du signal d�excitation et sous certaines conditions qui seront d�evelopp�ees aux x �III����� et
�III������ les N billes en contact sont l�ach�ees d�une hauteur h sur le capteur de force� Ceci
est possible puisque la p�eriode du signal cr�eneau ��
 s� est tr�es sup�erieure �a la dur�ee de la
collision �	� �s pour N � � ( �� 
� ms pour N � �
 avec� dans les deux cas� une hauteur
de chute h � �� � mm�� Le capteur est reli�e �a un oscilloscope num�erique a�n d�enregistrer la
collision avec la colonne de billes�
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N

VIBREUR

Capteur d'impact

Générateur de fonction

Voltage

f = 100  mHz
vers un

oscilloscope

Laser

Duralumin

Photodétecteur

Fig� III�� � Dispositif exp�erimental� Le sch�ema n
est pas �a l
�echelle�

III���� Reproductibilit�e des mesures

La reproductibilit�e des mesures est obtenue si toutes les billes tombent en m�eme temps
en restant constamment en contact les unes avec les autres� Pour cela� il s�est av�er�e n�ecessaire
de minimiser la force de friction de l�air sur les billes en faisant des encoches� tous les 	� mm�
le long du tube en verre permettant ainsi une libre circulation de l�air de l�int�erieur vers
l�ext�erieur du tube� Pour �eviter une aimantation des billes� due �a la structure magn�etique

��



du vibreur� un cylindre de duralumin� de � cm de longueur� a �et�e intercal�e entre le capteur
d�impact et le vibreur� De plus� ce cylindre absorbe partiellement les ondes �emises lors du choc
�evitant ainsi la cr�eation d�ondes r�e��echies pouvant perturber les mesures� A�n de v�eri�er que
les billes restent en contact tout au long de leur chute libre� une exp�erience compl�ementaire a
�et�e entreprise et est d�ecrite au x �III�	���� L�accord entre les deux exp�eriences montrera qu�au
cours de la chute libre les billes ne se s�eparent pas les unes des autres �cf� le x �III�	�����

III���� Mesure de la hauteur de chute

La hauteur de chute de la colonne de billes est de l�ordre du millim�etre a�n d��eviter de se
trouver dans la limite plastique du mat�eriau constituant le capteur� et ainsi de l�endommager�
Cette hauteur est d�etermin�ee par une comparaison entre le signal issu d�un capteur de position
optique solidaire du vibreur et celui issu du capteur de force� Le capteur de position est un
photod�etecteur� �eclair�e par une diode laser� d�elivrant un signal d�amplitude proportionnelle
au d�eplacement de la table du vibreur�
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Fig� III�	 � Signal d�elivr�e par le capteur de position �courbe du haut
 et par le capteur d
impact
�courbe du bas
 lors de la chute de �
 billes� Le premier pic de la courbe du bas correspond
�a l
impact de la colonne sur le capteur� les autres pics �etant les divers rebonds des billes�
L
amplitude A est proportionnelle �a la hauteur de chute de la colonne tandis que la variation
d
amplitude .A est proportionnelle au d�eplacement de la table lors de la collision� Les deux
signaux poss�edent la m�eme sensibilit�e en abscisse mais des sensibilit�es di��erentes en ordon�
n�ees� De plus� a�n de di��erencier les deux courbes� le signal issu du capteur de position a �et�e
translat�e vers le haut�

La �gure �III�	� repr�esente la superposition des signaux issus du photod�etecteur �courbe
du haut� et du capteur d�impact �courbe du bas� lors de la chute de �
 billes� Il est �evident�
d�apr�es la courbe du haut de la Fig� �III�	�� que le vibreur ne suit pas de fa�con instantan�ee
les variations du signal cr�eneau ( son temps de r�eponse �ni conduit plut�ot �a un comportement
exponentiel� Le signal issu du capteur de force �courbe du bas de la Fig� �III�	�� montre
qu�au cours d�une p�eriode du signal cr�eneau le capteur subit plusieurs collisions� Il appara��t
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nettement sur cette �gure que la premi�ere collision entre la colonne de billes et le capteur a lieu
avant que la table du vibreur n�atteigne sa position minimale� La hauteur de chute n�est pas
alors d�etermin�ee par l�amplitude cr�ete �a cr�ete du signal cr�eneau mais par l�amplitude A �voir
la Fig� �III�	�� du signal de sortie du capteur de position� En tenant compte de la sensibilit�e du
photod�etecteur� dans la cas de la Fig� �III�	�� la valeur de la hauteur de chute est h � � mm�
Le fait que la table du vibreur continue sa descente pendant la collision est peu important
puisque la dur�ee de la collision est tr�es inf�erieure �a la p�eriode du signal cr�eneau� m�eme lorsque
la colonne comporte un grand nombre de billes� En e�et� la variation d�amplitude .A lors
de la collision �voir la Fig� �III�	�� correspond �a une variation de la hauteur .h inf�erieure �a
���
�� mm� ce qui est n�egligeable par rapport �a h� Cette valeur de .h a �et�e calcul�ee dans le
cas le plus d�efavorable� c���a�d� pour le plus grand temps de collision observ�e au cours de nos
exp�eriences correspondant �a une colonne de N � �
� Gr�ace �a ce dispositif exp�erimental� il est
possible d��etudier la collision de N billes avec le capteur de force pour di��erentes hauteurs de
chute �� 
 h 
 �� � mm� et pour � 
 N 
 �
�

Lorsque la table du vibreur amorce sa descente� le capteur de force ressent une l�eg�ere
d�epression � �voir la courbe du bas de la Fig� �III�	�� signi�ant que la colonne de billes perd
contact avec le capteur et commence sa chute libre� Le changement de pente observ�e sur le
signal du photod�etecteur� �a la �n de la collision� est signi�catif de la violence du choc puisque
le mouvement de la table du vibreur est a�ect�ee par la collision�

III�� R�esultats exp�erimentaux

III���� Force ressentie par le capteur lors de la collision

L�allure du signal d�elivr�e par le capteur de force lors de la colision d�une colonne de
N billes avec ce dernier est repr�esent�ee sur la Fig� �III��� pour di��erentes valeurs de N et
pour deux hauteurs de chute di��erentes� Exp�erimentalement� �a hauteur de chute �x�ee� un
ph�enom�ene �etonnnant appara��t� La force maximale Fmax� que ressent le capteur au cours de
la collision� est ind�ependante du nombre de billes de la colonne �voir les Figs� �III��a�d�� , La
force maximale ressentie par le capteur lors de la chute d�une bille est exactement la m�eme
que celle d�une colonne de �
 billes , Il est aussi remarquable que les d�ebuts des courbes des
Figs� �III��a�d� se superposent presque parfaitement� Paradoxalement� on se serait plut�ot
attendu �a ce que Fmax soit une fonction croissante de N � et ceci pour deux raisons� D�une
part� plus le nombre de billes de la colonne est grand� plus la masse impactante intervenant
lors de la collision est �elev�ee� D�autre part� la th�eorie de Hertz montre que la force maximale�
lors du contact entre une sph�ere de masse m et un plan� d�epend de la masse comme m���

�voir l�Eq� �I�	
��� Ainsi� pour une m�eme hauteur de chute et pour des billes de m�eme rayon�
la collision d�une colonne de N billes chacune de masse m est di��erente de la collision d�une
bille de masse M � Nm��

� Fmax�N� � N�Fmax��� pour une colonne de N billes chacune de masse m�

Fmax�N� � N���Fmax��� pour une bille de masse M � Nm�
�III���

�� Cette d�epression provient de la variation de force� due 
a la perte de contact� et non pas 
a l	acc�el�eration
n�egative apr
es que le contact se soit rompu� En e�et� le capteur de force dynamique se comporte comme un
acc�el�erom
etre lorsqu	il est charg�e par une masse mais ne ressent pas les e�ets de l	acc�el�eration en l	absence de
cette masse�
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Fig� III�� � Signal d�elivr�e par le capteur de force lors de la collision d
une colonne de N billes
pour deux hauteurs h di��erentes � �a
 N � �� �� 	 ou � billes avec h � 	� � mm � �b
 N � ��
�� � ou 
 billes avec h � 	� � mm � �c
 N � �� �� � ou 
 billes avec h � �� � mm � �d
 N � ��
�
� �� ou �� billes avec h � �� � mm�

0 5 10 15 20 25 30 35 40
65

67

69

71

73

75

Nombre de billes N

F m
ax

 (
N

)

Fig� III�� � Evolution de Fmax en fonction de N pour h � �� � mm� Les croix repr�esentent
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A premi�ere vue� il peut para��tre paradoxal que la force maximale soit ind�ependante du
nombre de billes N � En e�et� on s�attend �a obtenir une force maximale de plus en plus
importante lorsque le nombre de billes augmente car l�impulsion totale de la colonne doit
�evoluer de fa�con lin�eaire avec N � Cependant� le temps que dure la collision cro��t lin�eairement
avec N �voir le x �III�	����� Cela semble raisonnable puisque l�aire sous chaque courbe de
la Fig� �III��� correspond au transfert de l�impulsion totale intervenant lors de la collision�
c���a�d� le produit d�une force par un temps� Ainsi� comme la force maximale est ind�ependante
de N � il est n�ecessaire pour que la conservation de l�impulsion soit v�eri��ee que le temps de
collision croisse lin�eairement avec N � Cependant� comme nous le verrons plus tard �cf� le x
�III�	�	��� le fait que Fmax soit ind�ependant du nombre de billes est reli�e d�une part �a la
propagation dans la colonne d�une onde de d�eformation �emise lors du choc et d�autre part �a
la rigidit�e du mur� Pour h � �� � mm� les valeurs exp�erimentales de Fmax sont d�eduites de
l��evolution temporelle du signal issue du capteur de force et ont �et�e report�ees sur la Fig� �III���
en fonction de N � Fmax est bien ind�ependant de N puisque les �uctuations exp�erimentales
autour de la valeur moyenne Fmax � �� N sont distribu�ees al�eatoirement� restent inf�erieures
�a �" et sont du m�eme ordre que les �uctuations obtenues pour plusieurs exp�eriences �a N
�x�e� La force maximale est atteinte apr�es un intervalle de temps �max �a partir du d�ebut de
l�impact� �max est aussi ind�ependant de N �voir la Fig� �III���� et �max � ��� 
� 
� � �s pour
h � �� � mm�

Le deuxi�eme ph�enom�ene int�eressant observ�e sur toutes les courbes de la Fig� �III���� est
la nature oscillante de la force � la force cro��t jusqu��a Fmax� puis oscille avec une p�eriode P
avant de d�ecro��tre puis de s�annuler� La p�eriode d�oscillation est ind�ependante de N et semble
d�ependre faiblement de la hauteur de chute � P � 	�� � � � �s pour h � 	� � mm alors
que P � 	�� � � � �s pour h � �� � mm� De plus� les oscillations de la force s�amortissent
autour d�une valeur moyenne qui semble d�ecro��tre tr�es lentement au cours du temps �voir
la Fig� �III��d��� La comparaison entre l�allure de la force de la Fig� �III��� et celle obtenue
par des simulations num�eriques non dissipatives montrera que cette d�ecroissance est due �a la
dissipation d��energie qui intervient au cours de la collision �voir le x �III�������
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Fig� III�� � Signal d�elivr�e par le capteur de force rentrant en collision avec une colonne de N
billes initialement au repos� N variant de � �a ���
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Une exp�erience compl�ementaire a �et�e r�ealis�ee a�n de v�eri�er que les billes restent en
contact lors de leur chute libre� La force ressentie par le capteur d�impact doit �etre la
m�eme �dans le cas de la chute libre de N billes en contact que dans le cas qui consiste�
rait �a se placer dans le r�ef�erentiel associ�e aux billes� c���a�d� si le capteur entrait en collision
avec la m�eme cha��ne de billes au repos� Le dispositif exp�erimental utilis�e pour v�eri�er qu�il en
est bien ainsi est quasiment identique �a celui d�ecrit au x �III���� La colonne est maintenant
maintenue par l�interm�ediaire d�un diaphragme coll�e sur l�extr�emit�e basse du tube en verre
lui�m�eme solidaire d�une potence� Le sens ascendant du signal cr�eneau� d�elivr�e par le g�en�era�
teur de fonctions� permet alors de faire entrer en collision le capteur de force avec la colonne
de billes initiallement au repos� La �gure �III��� repr�esente l�allure de la force ressentie par
le capteur lorsque que ce dernier vient heurter la colonne de billes� L�accord entre les allures
des Figs� �III��� et �III��c�d� montre que les billes� au cours de leur chute libre� tombent en
restant en contact les unes avec les autres� Ainsi� la raison de la pr�esence des oscillations de la
force sur la Fig� �III��� n�est pas due �a une quelconque imperfection du montage exp�erimental
conduisant �a de l�eg�eres s�eparations entre les billes voisines lors de leur chute�

III���� Dur�ee de la collision d�une colonne de N billes

La dur�ee de collision �� entre une bille� l�ach�ee d�une hauteur h� et un plan� suppos�e de
masse in�nie� est obtenue �a partir de la th�eorie de Hertz �voir le x �I�	���� et a pour expression
�voir l�Eq� �I�	���

�� � �� ��

�
�m

�K

����

v
����
imp � �III���

o�u m est la masse de la bille� vimp �
p
�gh sa vitesse juste avant le choc� g � �� 
�m�s�

l�acc�el�eration de la gravit�e et K le c��cient de l�interaction de Hertz pour un contact sph�ere�
plan �cf� l�Eq� �I������ Pour une bille en acier inoxydable� de rayon R � � mm et pour
un capteur recouvert d�acier inoxydable� assimil�e �a un plan massif en acier inoxydable� la
valeur du param�etre K est alors� d�apr�es l�Eq� �I���� et la table de la page ��� K � �� 
�
�
�
� N�m����

Soit �N la dur�ee de la collision de la colonne de N billes avec le capteur� La mesure de �N
est d�eduite � du pro�l de la force donn�ee par le capteur au cours de la collision� L��evolution de
�N est repr�esent�ee sur la Fig� �III���� pour une hauteur de chute h � �� � mm� en fonction du
nombre de billes N constituant la colonne� La �gure �III��� montre que le temps de collision
d�epend lin�eairement du nombre de billes� Cependant� le temps de collision de N billes n�est
pas �egale �a N fois le temps de collision d�une seule bille� En e�et� l��equation de la droite de
la Fig� �III���� n�est pas �N � N�� mais

�N � �N � ��Tq ' �� � �III�	�

o�u Tq � ��� �� �s est la pente de la droite en traits pleins et �� � 	�� � �s le temps de la
collision d�une seule bille� Cette valeur exp�erimentale de �� est en bon accord avec la valeur
th�eorique ��theo � 	�� � �s d�eduite de l�Eq� �III��� avec h � �� � mm� m � �� 
�� �
�� kg et

�� L	acc�el�eration ressentie par le capteur� avant d	entrer en collision avec la cha��ne de billes� est n�egligeable
�voir la note en bas de la page ����

�� La valeur de �N est la dur�ee entre F �t � �� et F ��N� � �� t � � correspondant 
a l	instant du d�ebut de la
collision�

��



0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

1100

Nombre de billes N

Te
m

ps
 d

e 
co

lli
si

on
 τ

N
 e

n 
µ

s

Fig� III�� � Evolution du temps de collision� �N � d
une colonne de N billes en fonction de N �
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K � �� 
�
��
� N�m���� De plus� comme nous le verrons au x �III������ le fait que �N ne soit
pas �egal �a N�� n�est pas du au fait qu�au cours de la collision il existe deux types de contact
�c���a�d� que tous sont entre sph�eres except�e un� entre un plan et une sph�ere��

D�e�nissons .�N comme la di��erence entre �N��� le temps de collision d�une colonne de
N ' � billes� et �N

.�N 	 �N�� � �N � �III���

Comme le montre la Fig� �III�
�� .�N est� aux �uctuations exp�erimentales pr�es� ind�ependant
de N et est en moyenne �egale �a Tq� En e�et� ces �uctuations sont du m�eme ordre que celles
obtenues pour plusieurs exp�eriences �a N �x�e� Toute la dynamique de la collision �a N billes
semble �etre r�egie par ce param�etre Tq dont le sens physique sera explicit�e dans le x �III�	�	��
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Fig� III�� � Sens de la propagation de l
onde de d�eformation au cours de la collision�

III���� Vitesse de propagation de l�onde de d�eformation dans la colonne

Lors du contact de la colonne avec le capteur� une faible partie de l��energie incidente est
toujours dissip�ee �voir le x �I����� notamment en �energie de vibration rayonn�ee dans la cible� �a
partir du point d�impact� sous forme d�ondes acoustique� Les ondes de compression�dilatation
ainsi �emises lors du choc correspondent aux vibrations� autour de leurs positions moyennes� des
atomes du mat�eriau dans lequel se propage l�onde� Ces ondes sont toujours pr�esentes d�es lors
qu�il y a choc mais n�impliquent� pour notre gamme de vitesse d�impact� qu�une tr�es faible �

partie de l��energie incidente� de l�ordre de �" �voir x �I��� et les Refs� ��	� �
� ����� La majeure
partie de l��energie incidente est transform�ee en �energie potentielle �elastique et est emmagasin�ee
par les billes lors de leur d�eformation� Cette �energie potentielle �elastique sera restitu�ee lors de
la dilatation des billes� correspondant au rebond de la colonne� A�n de comprendre pourquoi
la colonne rebondit et de quelle fa�con� il est n�ecessaire de savoir comment chaque bille de
la colonne �� prend conscience �� de la pr�esence du sol� c���a�d� comment la d�eformation� ayant

�� La th�eorie de Reed 
��� appliqu�e 
a l	impact d	une bille en acier inoxydable sur un plan de m�eme nature� 
a
une vitesse de �� � m�s� conduit 
a une �energie dissip�ee sous forme d	ondes �elastique �egale 
a �� ��� de l	�energie
cin�etique de la bille avant l	impact�

�	



lieu initiallement entre la bille du bas et le sol� se transmet d�une bille �a une autre au cours
du temps� La �gure �III��� montre sch�ematiquement le sens de la propagation de l�onde de
d�eformation de la cha��ne v�ehiculant l�information �c���a�d� la pr�esence du sol� tout au long de
la colonne� Le choc initial engendre une perturbation �onde de compression de la cha��ne� qui
se propage vers le haut de la colonne� se �� r�e��echit �� sur l�extr�emit�e sup�erieure de la colonne
�la bille du haut de la colonne commence alors �a se dilater� puis� la perturbation �onde de
dilatation de la cha��ne� se propage vers le bas de la colonne� D�es lors que l�onde a� de nouveau�
atteint le bas de la colonne� la colonne perd contact avec le capteur et se d�etache du sol� Le
temps de collision de la colonne correspond donc au temps que met l�onde pour parcourir
deux fois la longueur de la colonne� A�n de conna��tre la vitesse de propagation de cette onde�
il su�t de reporter la longueur �RN que parcourt cette onde en fonction du temps �N qu�elle
met pour parcourir cette distance�
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Fig� III��
 � Distance de propagation �RN de l
onde de d�eformation en fonction du temps
de propagation �N � La hauteur de chute est h � �� � mm� Les croix repr�esentent les points
exp�erimentaux et la droite en traits pleins la fonction �RN � �Nv ' ��R� v���� La pente de
la droite d�etermine la vitesse v � ��
 m�s de cette onde�

La �gure �III��
� montre que la vitesse de l�onde de d�eformation est ind�ependante du
nombre de billes� Cette vitesse est par cons�equent constante le long de la cha��ne de billes�
Dans l�annexe D� on exposera les raisons qui imposent que cette vitesse soit constante le long
de la colonne� La pente de la droite en traits pleins de la Fig� �III��
� donne alors la vitesse
v de l�onde de d�eformation dans la colonne

v � ��
 m�s pour h � �� � mm � �III���

Il est �a noter que cette perturbation se propage avec une vitesse qui est un ordre de grandeur
plus faible que celle du son dans un barreau en acier inoxydable qui est environ �


m�s �cf�
table page ���� Une vitesse si faible est aussi observ�ee dans de nombreuses exp�eriences �voir le
Chap� IV et les Refs� ���� ��� ��� ���� et simulations ��
� faisant intervenir la propagation d�une

��



onde dans un milieu discret� Ceci r�esulte de la nature discr�ete de la cha��ne qui agit comme
un ensemble d�oscillateurs non lin�eaires coupl�es� En e�et� les travaux de Hertz ��	� montrent
que� lorsqu�une bille subit une compression� la pression est beaucoup plus importante dans
le voisinage imm�ediat de la r�egion de contact que dans tout le reste de la bille �voir aussi
la Ref� ��	��� On peut alors consid�erer la bille comme constitu�ee d�une partie d�eformable�
agissant comme un ressort non lin�eaire dans ce voisinage� et d�une partie ind�eformable dans
pratiquement tout le corps de la bille�

Appelons T �q le temps mis par l�information �c���a�d� le tranfert d�impulsion d�une bille �a
une autre� pour parcourir un aller retour dans une bille� Pour des billes identiques de rayon
R� la vitesse v de l�onde de d�eformation de la colonne est alors donn�ee par

v �
�R

T �q
� �III���

En utilisant les Eqs� �III��� et �III��� avec R � � � �
�� mm� nous trouvons que T �q �
��� �� �s� Cette valeur de T �q est �egale �a celle de Tq� obtenue par les mesures de dur�ee de
collision �voir la Fig� �III��
� et l�Eq� �III�	��� qui correspond �a h.TNi� Ainsi� la dur�ee Tq �a
ajouter au temps de collision �N d�une colonne de N billes pour obtenir le temps de collision
�N�� d�une colonne de N'� billes correspond �a la dur�ee T �q que prend le tranfert d�impulsion�
d�une bille �a une autre� pour parcourir un aller retour dans une bille� Par cons�equent� en
utilisant l�Eq� �III��� avec T �q � Tq et en multipliant par �R��R le premier terme du membre
de droite de �III�	�� on obtient l��equation �RN � �Nv ' ��R � v��� de la droite en traits
pleins de la Fig� �III��
�� Finallement� la vitesse v de l�onde de d�eformation� qui se propage �a
l�int�erieur de la colonne de billes� a �et�e mesur�ee exp�erimentalement� pour di��erentes hauteurs
de chute h� par la m�eme m�ethode que pr�ec�edemment� Les r�esultats ont �et�e regroup�es dans le
Tab� �III����

La vitesse de l�onde cro��t avec la hauteur de chute� c���a�d� avec la vitesse d�impact de la
colonne� Comme le montre le Tab� �III���� ces r�esultats sont en bon accord avec les simulations
num�eriques du x �III����� et avec l�expression analytique de la vitesse de l�onde de d�eformation
qui sera obtenu au x �III����

Vitesse v �m�s�

h �mm� Exp�erience Th�eorie Simulation

�� � ��� �
� �
	

	� � �
� ��� ��	

�� � ��
 ��� ���

Tab� III�� � Vitesse v de l
onde de d�eformation pour di��erentes hauteurs de chute h�

Expliquons maintenant pourquoi la force maximale ressentie par le capteur de force est in�
d�ependante du nombre de billes constituant la colonne� Comme nous l�avons vu au x �III�	����
pour une hauteur de h � �� � mm et quelle que soit la valeur de N � la force maximale est at�
teinte apr�es un intervalle de temps �max � ��� 
 �s �a partir du d�ebut de la collision� Ce temps
correspond �a la moiti�e du temps de collision �� � 	�� � �s d�une seule bille pour h � �� � mm
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�cf� x �III�	����� Par ailleurs� pour une colonne de N billes� le capteur �� prend conscience ��

de la pr�esence de la seconde bille lorsque l�onde de d�eformation l�atteint et rapporte cette
information au capteur� c���a�d� apr�es un temps Tq � ��� �� �s �a partir du d�ebut de l�impact�
Par cons�equent� pour les temps 
 
 t 
 Tq� le capteur ne ressent la pr�esence que d�une seule
bille quel que soit le nombre de billes de la colonne� Puisque le maximum du cycle de charge
de cette bille est atteint �a �max et puisque �max 
 Tq� la force maximale est ainsi ind�ependante
du nombre de billes de la colonne� Ce comportement correspond au cas de la collision avec
un �� mur rigide ��� Ult�erieurement� nous verrons qu�une collision avec un �� mur rigide �� sera
d�e�nie comme �etant telle que �max�N � �� 
 Tq tandis qu�une collision avec un �� mur mou ��

correspondra �a l�in�egalit�e oppos�ee� c���a�d� �max�N � �� � Tq� Comme nous le montrerons
exp�erimentalement au x �III��� et num�eriquement au x �III������ dans le cas de la collision
avec un �� mur mou ��� la force maximale d�ependra alors de N �

III���� C
�cient de restitution e�ectif

L�impulsion totale transf�er�ee lors de la collision d�une colonne de N billes avec le capteur
est d�etermin�ee� exp�erimentalement� �a partir de l�aire sous la courbe d�ecrivant l��evolution de
la force ressentie par le capteur au cours du temps� En e�et� dans le cas id�eal d�une collision
�elastique sans dissipation� l�aire sous la courbe correspond �a la somme de l�impulsion incidente
�cycle de charge� et de l�impulsion restitu�ee �cycle de d�echarge�� c���a�d� �a deux fois l�impulsion
incidente� Dans le cas d�une collision in�elastique� une partie de l��energie incidente est dissip�ee
et l�aire sous la courbe est donc inf�erieure au double de l�impulsion incidente� La �gure �III�
��� met en �evidence le fait que la collision �a N billes dissipe de plus en plus d��energie lorsque
N cro��t� Ceci explique la raison pour laquelle la valeur moyenne des oscillations de la force
d�ecro��t l�eg�erement au cours du temps �voir la �gure �III��d���
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Fig� III��� � Evolution de la somme de l
impulsion incidente et de l
impulsion restitu�ee en
fonction de N lors de la collision d
une colonne de N billes l�ach�ees d
une hauteur h � �� �mm�
Les croix repr�esentent les points exp�erimentaux� La droite en traits pleins repr�esente le double
de l
impulsion incidente �mvimpN � qui serait conserv�ee au cours de la collision� si l
impact
�etait parfaitement �elastique� La droite en traits mixtes repr�esente le cas o�u la collision serait
compl�etement in�elastique� c���a�d� mvimpN �
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Pour une collision entre une bille et un plan au repos� le c��cient de restitution est
habituellement d�e�ni comme le rapport entre la vitesse de la bille apr�es le choc sur celle avant
le choc �voir x �I��� et l�Eq� �I������ PourN billes� nous introduisons le c��cient de restitution
e�ectif de l�ensemble de la colonne

�eff � �

NP
i��

vfi

NP
i��

vii

� � �

Nvimp

NX
i��

vfi � �III���

o�u vfi et vii sont les vitesses de la i
eme bille respectivement apr�es et avant la collision� Cette
d�e�nition de �eff est choisie du fait qu�exp�erimentalement nous avons seulement acces �a
l�impulsion total du syst�eme� Cependant� pour N � �� l�Eq� �III��� est identique �a la d�e�nition
habituelle du c��cient de restitution �cf� l�Eq� �I������ L��evolution de �eff en fonction de N
est montr�e sur la Fig� �III�����
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Fig� III��� � C��cient de restitution de l
ensemble de la colonne �voir l
Eq� �III�	

 en fonc�
tion de N lors de la collision d
une colonne de N billes l�ach�ees d
une hauteur h � �� � mm�
Les croix repr�esentent les points exp�erimentaux� Les cercles correspondent aux simulations
�� event�driven �� de Luding �	�� pour des vitesses initiales vimp � 
� 	� m�s de chaque
particule� le c��cient de restitution entre particule�particule et entre mur�particule �etant
respectivement 
� �� et 
� ���

Les valeurs exp�erimentales de �eff sont d�eduites� pour chaque N � de la mesure de l�impul�
sion totale du syst�eme �voir les croix de la Fig� �III����� et de l�impulsion incidente Nmvimp�
Nous trouvons que �eff d�ecro��t avec N � pour nos valeurs de N � Ceci signi�e que la perte
de quantit�e de mouvement au cours de la collision d�une colonne de N billes cro��t lorsque N
augmente� Nous pouvons �etendre ce r�esultat pour la perte d�impulsion �a la perte d��energie� Ce�
pendant� en utilisant des simulations de dynamique mol�eculaire� Luding et al� ���� montrent�
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pour une loi d�interaction lin�eaire dissipative� que l��energie perdue d�ecro��t lorsque N aug�
mente et est pratiquement ind�ependant de N � pour une interaction non lin�eaire dissipative�
Ce d�esaccord apparent peut �etre du au fait que ces auteurs utilisent une d�e�nition di��erente
pour le c��cient de restitution e�ectif de l�ensemble de la colonne �voir l�Eq� �III�		� du x
�III�
� et aussi la Ref� ������ En e�et� en utilisant l�Eq� �III��� comme d�e�nition du c��cient
de restitution e�ectif� Luding ���� montre� lors de simulation �� event�driven ��� que �eff d�ecro��t
avec N �voir les symboles � de la Fig� �III������

III���	 D�etachement des billes de la colonne

Pour savoir comment rebondit la colonne de billes apr�es la collision� il est n�ecessaire de
visualiser le signal d�elivr�e par le capteur de force sur un temps beaucoup plus long que le
temps de collision de la colonne� La �gure �III��	� montre l��evolution temporelle d�un tel
signal� Le premier pic� le plus �a gauche sur la Fig� �III��	�� correspond �a la premi�ere collision
de l�ensemble de la colonne avec le capteur� Les autres pics repr�esentent les di��erents rebonds
des billes� La �gure �III��	� montre que la colonne de billes ne rebondit pas en bloc� En
e�et� si la colonne rebondissait successivement en bloc� la dissipation imposerait une lente
d�ecroissance monotone des amplitudes des pics� L�apparition de pics de grande amplitude au
milieu des pics dont l�amplitude d�ecro��t au cours du temps prouve le contraire� Ainsi� apr�es
la collision entre la colonne et le capteur� les billes ne sont plus en contact les unes avec les
autres� Ce d�etachement des billes de la colonne est en accord avec le comportement qui sera
trouv�e num�eriquement aux x �III����� et �III������ et sera expliqu�e en d�etail au x �III�
��
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Fig� III��	 � Exemple de signal d�elivr�e par le capteur de force au cours du temps pour N � � et
h � �� � mm� Le premier pic correspond �a la premi�ere collision entre l
ensemble de la colonne
et le capteur� Les autres pics sont les divers rebonds des billes� La r�esolution de l
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III�� Collision avec un mur �� mou ��

Consid�erons maintenant le cas de la collision d�une colonne de N billes avec un mur mou
stationnaire� Le mur est d�e�ni comme �etant mou ou rigide d�apr�es les d�e�nitions qui ont �et�e
donn�e au x �III�	�	�� Le dispositif exp�erimental est identique �a celui pr�esent�e en Sec� �III��� �a
l�exception du capteur qui est maintenant recouvert avec du ruban adh�esif ou avec un morceau
de laiton� de plexiglas� de PVC� de caoutchouc� de carton ou de bois� Deux types de cartons
sont utilis�es et seront appel�es ult�erieurement �� carton I �� et �� carton II ��� Les �epaisseurs
de chaque mat�eriau sont de l�ordre de � mm et sont regroup�ees dans le Tab� �III���� Pour
toutes les exp�eriences consid�er�ees dans ce paragraphe� la valeur de la hauteur de chute est
h � �� � mm� Par cons�equent� la vitesse d�impact de la colonne est �x�ee quel que soit le choix
du morceau de mat�eriau coll�e sur le capteur�

Mat�eriau Epaisseur �mm� Nd �max�N � �� ��s� �max�N � Nd� ��s�

aucun � � �� ��

laiton �� � � ��� � ��

ruban adh�esif 
� 	 � ��� � ���

PVC � �� � ��� � ���� ��

plexiglas � 
� � �� ��
� ��

carton II 
� � ��� � ��� 	��� ��

bois � ��� � ���� � ��
� ��

carton I 
� 
 ��� � ��� ��	� �	

caoutchouc � �
� � ��� ��
� ��

Tab� III�� � R�esultats exp�erimentaux lors de la collision entre N billes en acier inoxydable
et un capteur de force recouvert avec di��erent mat�eriau� pour une hauteur de chute �x�ee
h � �� � mm�

Le signal issu du capteur de force lors de la collision de la colonne des N billes est montr�e
sur la Fig� �III���� pour di��erentes valeurs de N et pour di��erent mat�eriau coll�e sur le cap�
teur� Sauf pour la Fig� �III���a�� la force maximale ressentie par le capteur est maintenant
d�ependante du nombre de billes constituant la colonne �cf� les Fig� �III���b�f��� En e�et� pour
chaque mat�eriau utilis�e� la force maximale cro��t avec N pour de basses valeurs de N jusqu��a
ce qu�elle devienne ind�ependante de N � Quand le capteur n�est recouvert d�aucun mat�eriau
�voir la Fig� III���a�� les r�esultats exp�erimentaux sont identiques �a ceux du x �III�	� � ind�epen�
dance de la force maximale ressentie par le capteur de force et nature oscillante de la force�
Il est �a noter que cette derni�ere propri�et�e n�est jamais observ�ee lorsque un mat�eriau mou est
coll�e sur le capteur� Pour chaque mat�eriau et chaque valeur de N � la valeur exp�erimentale
de Fmax est d�eduite de l��evolution temporelle du signal issu du capteur de force� Ces valeurs
sont repr�esent�ees sur la Fig� �III���� en fonction de N � Pour un mat�eriau donn�e� d�e�nissons
Nd comme �etant le nombre de bille critique �a partir duquel la force maximale Fmax devient
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ind�ependant du nombre de billes de la colonne� Il est �evident d�apr�es la Fig� �III���� que plus
le mat�eriau est mou� plus le nombre de billes critique Nd est grand�
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Fig� III��� � Signal issu du capteur de force lors de la collision d
une colonne de N billes
pour di��erents mat�eriaux coll�es sur le capteur � �a
 aucun � �b
 laiton � �c
 ruban adh�esif � �d

PVC � �e
 plexiglas � �f
 bois� Dans tous les cas� N varie de � �a �� et h � �� � mm�
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Fig� III��� � Evolution de .�N � �N�� � �N en fonction de N pour di��erents mat�eriaux
coll�es sur le capteur � �a
 ��� aucun � �'� laiton � �
� ruban adh�esif � ��� PVC� ��� plexiglas�
�b
 ��� caoutchouc � �'� bois � �
� carton I� ��� carton II� Dans tous les cas� la hauteur de
chute est h � �� � mm� La ligne en traits pleins est la valeur moyenne des .�N sur toutes les
mesures de la Fig� �a
� h.�Ni � �
� � �s�


�



Pour chaque mat�eriau� la di��erence .�N entre �N��� la dur�ee de l�impact d�une colonne
de N ' � billes� et �N est montr�ee sur la Fig� �III���� en fonction de N � La �gure �III���a�
montre� qu�aux erreurs exp�erimentales pr�es� .�N est ind�ependant deN et du type de mat�eriau
coll�e sur le capteur� Ceci est en accord avec les r�esultats exp�erimentaux du x �III�	��� et de
l�interpr�etation de .�N donn�ee au x �III�	�	� � .�N est �egal en moyenne �a Tq qui rep�esente
le temps mis par le transfert d�impulsion d�une bille �a une autre pour parcourir un aller
retour dans une bille et ainsi ne d�ependrait pas le nature du mur� La valeur exp�erimentale de
Tq � h.�Ni � �
� � �s est alors d�eduite de la Fig� �III���a�� Cependant� pour les mat�eriaux
les plus mous� �a basses valeurs de N � .�N d�epend �a la fois de N et de la nature du mat�eriau
coll�e sur le capteur �voir la Fig� �III���b��� cet e�et de bord dispara��ssant pour des valeurs de
N plus grandes�

Expliquons maintenant pourquoi la force maximale ressentie par le capteur d�epend ou
non� selon la rigidit�e du mur� du nombre de billes de la colonne� Pour une colonne de N
billes� la force maximale Fmax�N� est atteinte apr�es un temps �max�N� �a partir du d�ebut de
la collision et est ind�ependante du nombre de billes pour N � Nd� Comme nous l�avons vu
au x �III�	�	� dans le cas d�un mur rigide� la non d�ependance de Fmax avec N est reli�ee �a
la propagation d�une onde de d�eformation �a l�int�erieur de la colonne et provient du fait que
�max�N � �� 
 Tq� �max �etant dans ce cas ind�ependant de N puisque Nd � �� Dans le cas
o�u �max�N � �� � Tq� le capteur prend conscience de plusieurs billes avant que la premi�ere
bille n�ait atteint le maximum de son cycle de charge� Par cons�equent� la force maximale
Fmax�N� cro��t avec N � Le nombre critique de billes Nd� �a partir duquel la force maximale
devient ind�ependante de N � est atteint lorsque l�onde de d�eformation a parcouru une distance
�RNd pendant un temps �max�Nd�� La vitesse de l�onde de d�eformation �etant donn�ee par
l�Eq� �III��� avec T �q � Tq� le nombre critique de billes Nd s��ecrit

Nd �

�
�max�Nd�

Tq



� �III�
�

o�u dxe est le plus petit entier non inf�erieur �a x�

Exp�erimentalement� pour chaque mat�eriau coll�e sur le capteur� la valeur de Nd est d�eduite
de la Fig� �III���� tandis que les valeurs de �max�N � �� et �max�N � Nd� sont mesur�ees
�a partir de l��evolution temporelle de la force maximale� Ces r�esultats sont regroup�es dans
le Tab� �III���� L�interpr�etation ci�dessus est en accord avec ces r�esultats puisque lorsque
�max�N � �� 
 Tq la force maximale ressentie par le capteur est ind�ependante de N � c���a�d�
Nd � �� tandis que lorsque �max�N � �� � Tq la force maximale d�epend de N � c���a�d� Nd � ��
Le nombre critique de billes Nd est repr�esent�e� �a partir des donn�ees du Tab� �III���� sur la Fig�
�III����� en fonction de �max�Nd�� Chaque croix correpond �a une s�erie d�exp�eriences r�ealis�ees
avec un mat�eriau donn�e� La ligne en traits pleins correspond aux valeurs de Nd obtenues �a
partir de l�Eq� �III�
� avec Tq � �
� � �s� L�accord entre les points exp�erimentaux et la ligne
en traits pleins est tr�es bon except�e pour les mat�eriaux les plus mous �caoutchouc� h�etre�
carton I et II�� La raison est que� pour chacun de ces mat�eriaux� la valeur de .�N d�epend
de N �voir la Fig� �III����� et par cons�equent Tq n�est pas d�e�ni� Cela signi�e que l�emission
de l�onde de d�eformation est fortement modi��ee par la pr�esence d�un mur tr�es mou� En e�et�
au lieu de cr�eer une onde de d�eformation avec un front d�onde tr�es raide� comme ceci est
supppos�e dans le x �III���� une telle collision donne plut�ot na��ssance �a une onde qui poss�ede
un front relativement �� lisse ��� Comme la cha��ne de billes est un milieu dispersif �voir le x
�III�
��� la vitesse de telles ondes peuvent �etre alors consid�erablement modi��ee� Finallement�


	



dans le x �III������ nous verrons que les r�esultats issus des simulations num�eriques seront en
accord avec ces r�esultats exp�erimentaux�
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Fig� III��� � Evolution de Nd en fonction de �max�Nd�� Chaque croix correspond �a une s�erie
d
exp�eriences r�ealis�ees avec un mat�eriau donn�e �voir le Tab� �III��

� La ligne en traits pleins
correspond aux valeurs de Nd obtenues �a partir de l
Eq� �III��
 avec Tq � �
� � �s�

III�� Mod�ele num�erique non dissipatif

Le but de cette partie est de construire un mod�ele num�erique simple a�n de retrouver les
principaux r�esultats exp�erimentaux pour un mur rigide du x �III�	� � la non d�ependance avec
le nombre de billes de la force maximale ressentie par le capteur �x �III�	����� la vitesse de
propagation de l�onde de d�eformation dans la colonne �x �III�	�	��� l�e�et de d�etachement des
billes de la colonne �x �III�	���� et ceux du x �III��� pour un mur mou � d�ependance de la force
maximale avec N �

Consid�erons une collision de N corps sph�eriques identiques� chacun de masse m� de vitesse
initiale vii et de vitesse �nale v

f
i � i variant de � �a N � La quantit�e de mouvement pi�t� de la i
eme

particule� au cours du temps� est pi�t� � mvi�t�� La conservation de la quantit�e de mouvement
totale lors de la collision implique� qu�au cours du temps�

NX
i��

mvi�t� �
NX
i��

mvii � t � 
 � �III���

Appelons vg la vitesse du centre de masse de la colonne� d�e�nie comme

vg �
�

N

NX
i��

vi�t� � �III��
�

La conservation de la quantit�e de mouvement� c���a�d� l�Eq� �III���� implique que les forces�
agissant durant la collision entre les corps� n�a�ectent pas la vitesse du centre de masse� Ainsi�


�



la collision entre les corps conduisent seulement �a un �echange de vitesse entre les composantes
du syst�eme� mais cependant de l��energie peut �etre perdue due �a des e�ets dissipatifs� Dans le
mod�ele qui est pr�esent�e ci�dessous� aucun m�ecanisme dissipatif n�est pris en compte� Donc�
dans les simulations� l��energie totale sera conserv�ee et seuls des �echanges de quantit�e de mou�
vement entre particules auront lieu� De plus� comme nous l�avons d�emontr�e lors du chapitre
III� pour des hauteurs de chute de l�ordre du milim�etre� la force de gravit�e� lors de l�interaction�
peut �etre n�eglig�ee devant la force �elastique� Ainsi� dans le mod�ele ci�dessous� seule la loi de
Hertz du contact sera prise en compte lors de l�interaction� Tous les temps caract�eristiques du
probl�eme sont grands devant le temps d�aller retour d�une onde acoustique �a l�int�erieur d�une
bille� En e�et� pour une bille en acier inoxydable de rayon R � � mm� la p�eriode associ�ee �a
la plus basse fr�equence propre des vibrations radiales d�une sph�ere �elastique est � �s �voir
l�annexe A�� Le plus petit temps intervenant dans le probl�eme est le temps de collision d�une
seule bille qui est exp�erimentalement 	�� � �s pour la hauteur maximale de chute h � �� �mm�
Par cons�equent� il est l�egitime de mod�eliser la colonne de billes par une cha��ne de N masses
ponctuelles de masse m� chacune int�eragissant avec ses plus proches voisines par la loi de
Hertz� c���a�d� par N � � ressorts non lin�eaires satisfaisant

Fi �

��
� k�xi�� � xi�

��� si xi�� � xi � 



 sinon
� � 
 i 
 N � � � �III����

Fi est la force d�interaction entre la i
eme et la i ' �
eme masse� xi le d�eplacement de la i
eme

masse par rapport �a sa position d��equilibre x�i et k une constante pouvant �etre vue comme
une �� raideur �� propre �a chaque ressort non lin�eaire� Le param�etre k repr�esente le c��cient
de la loi de Hertz pour un contact entre deux sph�eres �voir le x �I�	���� et s��ecrit selon l�Eq�
�I��
�� Avec la convention de signe pour le d�eplacement xi �voir la Fig� �III��
��� la i
eme masse
interagit avec la i' �
eme� via la loi de Hertz� si xi�� � xi � 
 �voir la Fig� �III��
b�� tandis
qu�elles se d�etachent l�une de l�autre si xi�� � xi 
 
�

A t � 
 �voir la Fig� �III��
a��� toutes les masses i sont suppos�ees �etre dans leur position
d��equilibre x�i � les ressorts non lin�eaires n��etant pas comprim�es et une vitesse identique vimp

pour toutes les masses est impos�ee� Le choix des conditions initiales du probl�eme sont alors��
� xi�t � 
� � 


*xi�t � 
� � vimp

� � 
 i 
 N � �III����

Le capteur est mod�elis�e par un ressort non lin�eaire de �� raideur �� K et de masse in�nie�
Le param�etreK de ce ressort est di��erent de k� propre �a tous les autres ressorts� dans le souci
d��etre proche des conditions exp�erimentales� puisque le c��cient de la loi de Hertz pour un
contact sph�ere�plan est di��erent de celui d�un contact sph�ere�sph�ere �voir le x �I�	�����

Avec cette condition suppl�ementaire� les forces d�interaction donn�ee par l�Eq� �III���� ainsi
que leurs sens �voir la Fig� III��
c��� le syt�eme est d�ecrit par un ensemble de N �equations
di��erentielles coupl�ees

�t �� 
�

��������
�������

m�xN � �FN�� �
m�xi � Fi � Fi�� pour � 
 i 
 N � � �

m�x� � F� � F� o�u F� �

��
� Kx

���
� si x� � 
 �


 sinon�

�III��	�
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L�algorithme utilis�e pour r�esoudre num�eriquement le syst�eme d��equations �III��	� est du type
Runge�Kutta d�ordre �� Au cours du calcul� l��energie totale de la colonne est conserv�ee avec
une pr�ecision inf�erieure �a �
�� "� Le pas de temps utilis�e est tr�es inf�erieur au temps typique �

de collision entre deux sph�eres � le temps de collision est environ de �
 �s et le pas de temps
de 
� �� �s�

Se
ns

  p
os

iti
f 

de
s

dé
pl

ac
em

en
ts

 x
i

1

2

N

(a) (b)

xi

xi

xi+1

xi+1

Sens  de
l'interaction

i/i+1

Sens  de
l'interaction

i/i-1

(c)

x0N

x0i+1

x0i

x02

x01

i+1

i

i-1

x0i+1

x0i

Fig� III��
 � Repr�esentation sch�ematique du mod�ele � �a
 conditions initiales � �a t � 
� toutes
les masses i se trouvent dans leur position d
�equilibre x�i � �b
 interaction entre la i
eme et la
i'�
eme masse � xi��� xi � 
 correspond �a une interp�en�etration entre les deux billes �ou une
compression du ressort non lin�eaire
 alors que xi�� � xi 
 
 signi�e que les deux billes ne
sont plus en contact �ou que les deux ressorts se sont d�etach�es l
un de l
autre
 � �c
 directions
des forces d
interaction entre la i
eme et la i' �
eme masse et entre la i� �
eme et la i
eme�

La force ressentie par le �� capteur �� est Kx
���
� �t� o�u K est le c��cient de la loi de Hertz

pour un contact sph�ere�plan �voir le x �I�	���� et s��ecrit selon l�Eq� �I����� A�n de comparer
quantitativement les r�esultats exp�erimentaux pour un mur rigide �a ceux de la simulation� la
valeur de k est calcul�ee pour un contact entre deux sph�eres en acier inoxydable �voir le tableau
page ��� de rayon R � � mm� La valeur de K est calcul�ee pour un contact entre une sph�ere
et un plan tous deux en acier inoxydable� Ainsi� d�apr�es les Eqs� �I��
� et �I����� les valeurs de
ces param�etres sont k � �� ����� �
� N�m��� et K � �� 
�
� �
� N�m���� Dans la plupart
des simulations� la valeur choisie pour la vitesse d�impact de la colonne� vimp � 
� 	 m�s�
correspondra �a une hauteur de chute de �� � mm�

�� Ce temps de collision est le plus petit qui apparaisse dans le syst
eme� puisque nous simulons les �equations
�III���� qui ne sont valables que dans la limite quasi�statique o
u l	on n�eglige la propagation d	onde acoustique
au sein d	une bille�
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III�	 R�esultats num�eriques

III���� D�eplacement et vitesse de chaque bille lors de la collision

La �gure �III���� montre l��evolution temporelle des d�eplacements xi�t�� par rapport �a leur
position d��equilibre� de chaque bille i lors d�une collision d�une colonne de N � � billes avec le
sol� D�apr�es les conventions de la Fig� �III��
�� une compression de la i�eme bille correspondra
�a une d�eplacement xi positif� La septi�eme bille� situ�ee tout en haut de la colonne� s�enfonce de
fa�con lin�eaire lors de son cycle de charge �x	 cro��t�� puis se d�ecomprime �x	 d�ecro��t�� avant de
se d�etacher de la sixi�eme bille �x	� x� 
 
� et de repartir ind�e�niment vers le haut �a vitesse
constante puisque la gravit�e n�est pas prise en compte� La bille en bas de la colonne �bille ��
s�enfonce puis oscille autour d�une valeur constante� pendant toute la dur�ee de la collision�
avant se d�ecomprimer et se d�etacher du sol �x� 
 
�� Lorsque la bille � a �ni de s�enfoncer
�t � �� �s�� elle a emmagasin�e de l��energie �elastique qui lui permet de r�ealiser son cycle de
d�echarge mais la bille du dessus l�oblige �a se r�eenfoncer d�es lors que l��energie �elastique de
charge de la bille � est plus grande que l��energie �elastique de d�echarge emmagasin�ee par la
bille �� Les billes i� avec i � �� ont une in�uence sur le mouvement de la bille � et ceci semble
�etre la raison de la pr�esence des oscillations du d�eplacement x��
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Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � �evolution au cours du temps des d�e�
placements xi�t�� par rapport �a leur position d
�equilibre� de chacune des billes i lors de la
collision d
une colonne de N � � billes avec le sol� Le d�eplacement xi�t� est positif lorsque
la i
eme bille est comprim�ee� La ligne en traits pointill�es correspond �a la position d
�equilibre
de toute les billes� A partir de cette ligne� chacune des courbes successives en traits pleins
correpondent respectivement aux d�eplacements xi�t� pour i variant de � �a �� La simulation
a �et�e stopp�ee �a T � ��
 �s et a �et�e r�ealis�ee pour vimp � 
� 	 m�s � m � �� 
�� �
�� kg �
k � �� ����� �
� N�m��� et K � �� 
�
� �
� N�m����
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Comme le montre la Fig� �III����� la septi�eme bille se d�etache de la sixi�eme �x	�x� 
 
��
pendant que les autres billes restent en interaction� puis la sixi�eme se d�etache de la cinqui�eme
�x�� x� 
 
�� etc� Les billes du haut de la colonne semble donc se d�etacher les unes apr�es les
autres avant la �n de la collision�

La �gure �III��
� montre l��evolution des vitesses *xi�t� de chaque bille i pour N � � et
vimp � 
� 	 m�s� Lors de la collision� l��echange permanent de quantit�e de mouvement entre
toutes les billes est �a l�origine des oscillations de vitesse observ�ees sur cette �gure� Lorsqu�une
bille n�est plus en contact avec ses voisines� elle poss�ede alors� d�apr�es les Eqs� �III��	�� une
vitesse constante� Ainsi� bien avant la �n de la collision �v� � cste�� la bille � se d�etache de la
colonne �v	 � cste�� puis c�est au tour de la sixi�eme� de la cinqui�eme� de la quatri�eme avant
que les trois derni�eres billes ne d�ecollent quasiment en m�eme temps� On constate de plus que
les billes du haut de la colonne se d�etachent de la colonne avec des vitesses plus grandes que
celles qu�elles poss�edaient initiallement� tandis que les billes du bas repartent vers le haut
avec des vitesses plus faibles� Par exemple� �a la �n de la collision� la vitesse de la bille � est
environ ��
" de sa vitesse initiale�
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Fig� III��
 � R�esultat des simulations num�eriques � �evolution au cours du temps de la vitesse
*xi�t� de chacune des billes i lors d
une collision d
une colonne de N � � billes avec le sol avec
vimp � 
� 	 m�s� La ligne en traits pointill�es �a �
� 	 m�s correpond �a la limite en dessous de
laquelle les billes � �a 	 se d�etachent de la colonne avec une vitesse plus petite que leur vitesse
initiale vimp� Au dessus de cette limite� les billes � �a � se d�etachent de la colonne avec une
vitesse plus grande que vimp� Les param�etres de la simulation sont les m�eme que ceux de la
Fig� �III���
�

III���� Force ressentie par le mur lors de la collision

La �gure �III���� montre l��evolution de la force ressentie par le capteur au cours du
temps pour une collision d�une colonne de N � �� �� ou 	
 billes� L�allure de la force est







la m�eme que celle obtenue exp�erimentalement avec un mur rigide � la force cro��t jusqu��a une
valeur Fmax� ind�ependante de N � puis oscille autour d�une valeur constante avec une p�eriode
P ind�ependante de N� Ces oscillations de force sont directement reli�ees aux mouvements
oscillants de la bille � �cf� la Fig� �III������ Contrairement aux r�esultats exp�erimentaux� les
simulations montrent que la valeur moyenne de la force est constante pendant toute la dur�ee
de la collision� Ceci est due au fait que les e�ets dissipatifs ne sont pas pris en compte dans
la mod�ele num�erique�
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Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � force ressentie par le capteur au cours du
temps pour une collision d
une colonne de N � � billes �courbe en traits pleins
 � N � ��
billes �courbe en traits mixtes
 ou N � 	
 billes �courbe en traits pointill�es
� Les param�etres
de la simulation� autres que N � sont les m�eme que ceux de la Fig� �III���
� Fmax repr�esente la
force maximale qui est ressentie par le capteur au cours du temps� Cette �gure est �a comparer
avec les r�esultats exp�erimentaux de la Fig� �III��
�

La force maximale Fmax�N� ressentie par le capteur lors de la chute d�une colonne de N
billes est ind�ependante de N et est �egale �a la force maximale Fmax��� ressentie par le capteur
lors de la chute d�une seule bille� Par cons�equent� nous pouvons supposer que l�expression de
Fmax�N� est ind�ependante du param�etre k qui caract�erise un contact entre deux billes �cf�
l�Eq� �I��
��� En utilisant un argument dimensionel� nous obtenons facilement l�expression de
la force maximale

Fmax�N� � N�Fmax��� � C�m
���v

���
impK

��� � �III����

o�u K est d�e�ni d�apr�es l�Eq� �I���� et C� est une constante num�erique� La �gure �III����

montrent les valeurs de Fmax�N� en fonction dem���v
���
impK

��� lorsque les di��erents param�etres
de la simulation �c���a�d� N � k� K� m et vimp� varient� Ces calculs num�eriques montrent que
Fmax est e�ectivement quasiment ind�ependante de k �voir les symboles � de la Fig� �III������
La pente de la droite en traits pleins de la Fig� �III���� correspond �a C� � �� ��	� L�expression
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de Fmax��� issue de la th�eorie du contact de Hertz s��ecrit� d�apr�es les Eqs� �I���� et �I�	
��

Fmax��� �

�
�

�

����

�
�� �m�v�impR	

����s
Es

'
����p
Ep


�
�
��
���

� �III����

En reportant l�Eq� �I���� dans l�Eq� �III����� le c��cient num�erique de l�Eq� �III���� est
alors ������������������� L�expression num�erique de la force maximale d�Eq� �III���� est par
cons�equent identique �a celle issue de la th�eorie de Hertz puisque ������������������ � �� ��	�

La valeur num�erique de la force maximale d�eduite de la �gure �III���� est Fnum
max � ��� �N �

Cette valeur est en bon accord avec la valeur exp�erimentale F exp
max � �� N �voir le x �III�	����

et la valeur th�eorique F th�eo
max � ��� 	 N calcul�ee d�apr�es l�Eq� �III���� avec vimp � 
� 	 m�s (

m � �� 
�� �
�� kg ( R � � mm ( 
s � 
p � 
� ��� et Es � Ep � ��� �� �
��N�m�� La valeur
exp�erimentale est l�eg�erement plus grande que les valeurs th�eorique et num�erique puisque la
vitesse d�impact exp�erimentale est l�eg�erement plus grande que 
� 	 m�s�
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Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � force maximale Fmax en Newton en

fonction de m���v
���
impK

��� pour di��erentes valeurs des param�etres de la simulation � N � k�

K� m et vimp� �'
 correspond �a m � �� 
� � �
�� kg� k � �� ���� � �
� N�m��� et
K � �� 
�
 � �
� N�m��� lorsque vimp varie de 
� 
� � 
� 
�� � 
� � � 
� �� � 
� 	 �a 
� � m�s�
Pour chaque valeur de vimp� Fmax est identique lorsque N varie de 	 �a �
� �

 correspond �a
N � 
� vimp � 
� 	 m�s� k � �� ����� �
� N�m��� et K � �� 
�
� �
� N�m��� lorsque m
varie de �� 
��� �
��� �� 
�� �
��� �� �� �
�� �a 
� � � �
�� kg� ��
 correspond �a N � 
�
m � �� 
� � �
�� kg� vimp � 
� 	 m�s et k � �� ���� � �
� N�m��� lorsque K varie de
�� ��� � �
�� �� 
�
 � �
�� �� ��� � �
�� �a �� ���� �
�� N�m���� ��
 correspond �a N � 
�
m � �� 
� � �
�� kg� vimp � 
� 	 m�s et K � �� 
�
 � �
� N�m��� lorsque k varie de
	� �
� � �
�� �� ����� �
�� �� 	�� � �
�� �a �� 
��� �
�� N�m���� ��
 correspond �a N � ��
m � �� 
�� �
�� kg� vimp � 
� 	 m�s lorsque K � k varie de �� �
�� �� �
�� �� ����� �
� �a

�� 
�
��
� N�m���� La droite en traits pleins corresponds �a C�m
���v

���
impK

��� avec C� � �� ��	�
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III���� P�eriode des oscillations de la force lors de la collision

La p�eriode P des oscillations de la force� de la Fig� �III����� est ind�ependante de N � Sur
cette �gure� la p�eriode des oscillations vaut P � 	�� � �s� Cette valeur est en bon accord
avec la mesure exp�erimentale Pexp � 	�� � �s �voir le x �III�	����� Si l�interpr�etation de ces
oscillations de force� qui a �et�e donn�ee au x �III������ est correcte� la p�eriode P doit �etre
ind�ependante de K� Ainsi� en utilisant un argument dimensionel� on obtient facilement

P � C�

	m
k


���
v
����
imp � �III����

o�u C� est une constante num�erique� Les simulations num�eriques sont en accord avec l�Eq�
�III���� et par cons�equent con�rment l�interpr�etation donn�ee au x �III������ La Fig� �III��	�

montre les valeurs de P en fonction de v
����
imp m���k���� lorsque les param�etres de la simulation

�c���a�d� N � k� K� m et vimp� varient� La pente de la droite en traits pleins correspond �a
C� � �� �	�

En utilisant l�Eq� �I��
� et m � ��R��s�	� l�Eq� �III���� devient

P � �� �	

�
�
p
���s

�� 
�s
Es

����

Rv
����
imp � �III����

�s �etant la masse volumique du mat�eriau constituant la sph�ere�
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Fig� III��	 � R�esultat des simulations num�eriques � p�eriode P en �s des oscillations de la

force en fonction de v
����
imp m���k���� pour di��erentes valeurs des param�etres de la simulation

N � k� K� m et vimp� �'
 correspond �a m � �� 
� � �
�� kg� k � �� ����� �
� N�m��� et
K � �� 
�
� �
� N�m��� lorsque vimp varie de 
� 
�� � 
� �� � 
� 	 �a 
� � m�s� Pour chaque
valeur de vimp� la valeur de P est identique quand N varie de 	 �a �
� �

 correspond �a N � ��
m � �� 
�� �
�� kg� vimp � 
� 	 m�s lorsque K � k varie de �� �
�� �� �
�� �� ����� �
� �a

�� 
�
��
� N�m���� La droite en traits pleins correspond �a C�v
����
imp m���k���� avec C� � �� �	�
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III���� Dur�ee de la collision d�une colonne de N billes

Le fait que la force maximale soit ind�ependante de N implique que le temps de collision
�N � d�une colonne de N billes� doit cro��tre lin�eairement avec N pour que la conservation de
l�impulsion� lors du choc� soit v�eri��ee �voir x �III������� La dur�ee �N de la collision d�une
colonne de N billes est repr�esent�ee en fonction de N sur la Fig� �III���� et est e�ectivement
une fonction croissante lin�eaire de N � telle que �N � �N � ��Tq ' ��� o�u Tq � ��� 	� �s
est d�etermin�e par la pente de la droite et �� � �
� � �s par l�intersection de la droite avec
la verticale N � �� Le sens physique de Tq a �et�e expliqu�e dans le x �III�	�	� �voir aussi
le paragraphe suivant�� La valeur num�erique de �� est en accord aussi bien avec la valeur
� th�eo� � 	�� � �s d�etermin�ee par la th�eorie de Hertz pour un contact sph�ere�plan �voir l�Eq�
�I����� qu�avec la valeur exp�erimental � exp� � 	�� � �s �voir le x �III�	�����
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Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � d�ependance du temps de collsion �N avec
N � Les param�etres de la simulation� autres que N � sont les m�eme que ceux de la Fig� �III�
��
� Les croix repr�esentent les points de la simulation� La droite correspond �a �N � �N �
��Tq ' �� avec Tq � ��� 	� �s et �� � �
� � �s� Cette �gure est �a comparer avec les r�esultats
exp�erimentaux de la Fig� �III�	
�

De plus� l��evolution de �N suit la m�eme loi que l�Eq� �III�	� trouv�ee exp�erimentalement
�voir le x �III�	����� Cependant� cette loi est di��erente de celle obtenue par Luding ���� 

�
au cours de simulations de dynamique mol�eculaire� En utilisant une loi d�interaction lin�eaire
dissipative� ils trouvent que le temps de collision �N de la colonne est proportionnel au nombre
de billes et au temps de collision d�une seule bille �� tel que �N � N��� De plus� bien que le
temps de collision pour un contact sph�ere�sph�ere soit di��erent de celui d�un contact sph�ere�
plan� la pr�esence lors de la collision d�un seul contact sph�ere�plan parmis tous les contacts
sph�ere�sph�ere n�implique pas que �N �� N��� En e�et� l�Eq� �III�	� est valable pour des
simulations mod�elisant le capteur aussi bien par un plan de raideur K �� k que par une
portion de sph�ere de raideur K � k� Au cours de ces simulations� la valeur de �� change
tandis que la valeur de Tq reste indentique� Ceci est en accord avec l�interpr�etation de Tq

��



donn�ee au x �III�	�	��

III���	 Vitesse de l�onde de d�eformation dans la colonne

Au d�ebut du choc entre la colonne et le sol� une onde de d�eformation est cr�e�ee au point de
contact� Au cours de la collision� cette onde se propage vers le haut de la colonne� est r�e��echie�
et revient �a l�endroit d�o�u elle a �et�e �emise� �a la �n de la collision� c���a�d� lorsque la colonne
d�ecolle du sol� A vitesse d�impact �x�ee et en faisant varier le nombre de billes de la colonne� on
trouve que les r�esultats num�eriques sont en accord avec les r�esultats exp�erimentaux �voir le x
�III�	�	�� et th�eoriques �voir le x �III���� � la vitesse v de l�onde de d�eformation est ind�ependante
de N et v peut s�exprimer comme le rapport entre la distance d�aller retour dans une bille sur
le temps Tq pour parcourir cette distance� c���a�d� v � �R�Tq� En e�et� pour vimp � 
� 	 m�s�
Tq est donn�e par la pente de la droite de la Fig� �III����� En reportant cette valeur dans l�Eq�
�III��� puisque T �q � Tq� R �etant �egal �a � mm pour le calcul de k et K� la vitesse est alors
v � �	
� � m�s� Cette valeur est en parfait accord avec la pente v � �	
� � m�s de la droite
de la Fig� �III���a� pour vimp � 
� 	 m�s�
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Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � �a
 Distance parcourue par l
onde de
d�eformation �c���a�d� deux fois la longueur de la colonne � � R � N
 en fonction du temps
que met l
onde pour parcourir cette distance �c���a�d� le temps de collision
 pour di��erentes
vitesses d
impact vimp de la colonne � �'� 
� 
�� � �
� 
� �� � ��� 
� 	 et ��� 
� � m�s� Les
pentes des droites en traits pleins d�eterminent la vitesse de l
onde v � �

� � � ��
� � � �	
� � et
�
�� 	 m�s pour vimp � 
� 
�� � 
� �� � 
� 	 et 
� � m�s respectivement� �b
 � Vitesse v de l
onde

de d�eformation en fonction de v
���
imp� Pour �a
 et �b
� les param�etres de la simulation� autres

que vimp� sont les m�eme que ceux de la Fig� �III���
�

�	



Chaque droite de la Fig� �III���a� repr�esente� pour di��erentes vitesses d�impact de la
colonne� la distance parcourue par l�onde de d�eformation en fonction du temps mis pour
parcourir cette distance� Pour une vitesse d�impact �x�ee� la vitesse de propagation de l�onde
est donc ind�ependante du nombre de billes N � Les pentes de ces droites donnent alors acc�es �a
la valeur de la vitesse de l�onde de d�eformation pour chaque vitesse d�impact de la colonne� En
reportant ces vitesses v en fonction de la vitesse d�impact vimp de la colonne� la Fig� �III���b�

montre que l�onde de d�eformation se propage avec une vitesse v proportionnelle �a v
���
imp� Ainsi�

plus la colonne heurte le sol avec une vitesse importante� plus la vitesse des ondes cr�e�ees lors
de ce choc est rapide� Dans le Tab� �III���� on compare les r�esultats num�eriques avec ceux
obtenus exp�erimentalement pour trois valeurs de hauteur de chute h � �� � ( 	� � et �� � mm�

L�interpr�etation de Tq du x �III�	�	� implique que l�expression de Tq soit ind�ependante de
K� Ainsi� en utilisant l�Eq� �III��� avec T �q � Tq� l�expression de la vitesse v doit �etre aussi
ind�ependante de K� En utilisant cette hypoth�ese� un argument dimensionel conduit facilement
�a

v � C�

�
k

m

����

Rv
���
imp � �III��
�

C� �etant une constante num�erique� Lorsque les param�etres de la simulations k� m et vimp

varient� on trouve num�eriquement la valeur de la constante C� � �� En reportant l�Eq� �III��
�
dans l�Eq� �III��� avec T �q � Tq� Tq s��ecrit alors

Tq � �
	m
k


���
v
����
imp � �III����

Dans une cha��ne horizontale de billes� si la vitesse d�impact initiale� �a laquelle est soumise
la premi�ere bille de la rang�ee� est grande �vimp � � m�s�� Nesterenko ���� ��� montre num�e�
riquement qu�il est possible de faire propager� �a l�int�erieur de la cha��ne de billes� un soliton
dont la taille est de l�ordre de � billes et dont le front se propage �a une vitesse vsol inf�erieure
�a la vitesse v de l�onde de d�eformation

vsol �

�
�

�

����

v � �III��
�

III���� D�etachements des billes de la colonne

A la �n de la collision� conna��ssant le mouvement individuel de chaque bille� nous sommes
capable de savoir si la colonne rebondit en bloc ou si les billes se d�etachent les unes apr�es
les autres de la colonne� On d�e�nie la �n de la collision entre la colonne et le sol lorsque
la bille du bas quitte le sol �x� 
 
�� Pour une colonne de N billes� la distribution des
vitesses de chaque bille� �a la �n de la collision� est l�ensemble des valeurs *xi�t � �N� pour
i � �� � � � � N � La �gure �III���� repr�esente ces vitesses pour di��erentes valeurs de N � Comme
nous l�avons vu pr�ec�edemment au x �III������ �a la �n de la collision et pour N �x�e� chaque
bille poss�ede une vitesse qui est di��erente de celle des autres billes� Notamment� la bille du
haut de la colonne repart avec une vitesse tr�es grande par rapport �a sa vitesse initiale vimp�
Deux r�egimes de distribution de vitesses apparaissent nettement sur cette �gure � les billes du
haut de la colonne repartent avec des vitesses sup�erieures �a vimp tandis que celles du bas ont
des vitesses inf�erieures �a vimp� Par exemple� pour une colonne de N � � billes� la bille � repart
avec ��
" de sa vitesse initiale alors que la bille � repart seulement avec 	
" de sa vitesse

��



initiale� Nous verrons� dans la suite� que ces deux r�egimes de vitesse correspondent �a deux
types de d�etachement possibles� De plus� si nous nous int�eressons uniquement aux billes du
haut qui poss�edent des vitesses plus grandes que vimp� la Fig� �III���� montre que ces vitesses
tendent asymptotiquement vers vimp lorsque N diminue�
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Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � vitesse de la i
eme bille� �a la �n de la
collision� en fonction du num�ero de la bille i� pour di��erentes valeurs de N � ��� 	� ��� � �
��� � � ��� � � �'� �
 � �
� �� � ��� �� � ��� �
� Pour toutes les courbes� les param�etres de la
simulation sont les m�emes que ceux de la Fig� �III���
�

D�e�nissons le temps de d�etachement de la i�eme bille comme le temps� �a partir du d�ebut
du choc� o�u la i�eme bille de la colonne se d�etache soit de la i'��eme� soit de la i� ��eme� Les
temps de d�etachement desN billes de la colonne sont tra�c�es sur la Fig� �III���� pour di��erentes
valeurs de N � Pour N 
 �� les billes se d�etachent les unes apr�es les autres en commen�cant par
celle du haut de la colonne� Pour N � �� deux types de d�etachement apparaissent � les billes
du haut de la colonne se d�etachent les unes apr�es les autres� en commen�cant par celle du haut�
comme pr�ec�edemment� jusqu��a ce que les billes du bas de la colonne se d�etachent en �� bloc ��

�c���a�d� jusqu��a ce que la premi�ere bille quitte le sol en emmenant avec elle les billes qui ne
s��etaient pas encore d�etach�ees� Dans ce bloc� les billes interagissent encore entre elles� apr�es la
�n de la collision� et se d�etachent les unes des autres en commen�cant� cette fois�ci� par celle
du bas �voir la Fig� �III������ En comparant les Figs� �III���� et �III����� nous remarquons
que les billes du haut qui se d�etachent les unes apr�es les autres sont celles qui repartent avec
des vitesses sup�erieures �a leurs vitesses initiales tandis les billes du bas� qui se d�etachent en
bloc� correspondent �a celles qui ont des vitesses inf�erieures �a vimp�

D�e�nissons maintenant le nombre de billes totales Ns qui se d�etachent les unes apr�es les

��



autres de la colonne� Les N � Ns autres billes sont donc celles qui rebondissent en bloc�
Pour chaque valeur de N � Ns est donn�e par le nombre de points exp�erimentaux de la Fig�
�III���� qui se trouvent en dessus de la ligne en traits pointill�es� La �gure �III��
� repr�esente
l��evolution de Ns en fonction de N � Comme cela a d�ej�a �et�e remarqu�e pr�ec�edemment� pour
N 
 �� toutes les billes se d�etachent les unes apr�es les autres de la colonne et ainsi Ns � N �
Pour N � �� les points exp�erimentaux sont bien d�ecrits par une droite de pente sup�erieure �a
���� Cela signi�e que� pour une valeur de N �x�e� le nombre de billes qui se d�etachent les unes
apr�es les autres de la colonne est toujours plus grand que le nombre de billes qui rebondissent
en bloc�

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

550

Numero des billes

Te
m

ps
 d

e 
de

ta
ch

em
en

t (
µ

s)

Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � temps de d�etachement de la i
eme bille en
fonction du num�ero de la bille i� pour di��erentes valeurs de N � ��� 	 � ��� � � ��� � � ��� � �
�'� �
 � �
� �� � ��� �� � ��� �
� Pour chaque valeur de N � �� chaque ligne en traits pointill�es
correspond au temps au dela duquel les billes du bas de la colonne rebondissent en �� bloc ��

�c���a�d� lorsque la premi�ere bille quitte le sol en emmenant avec elle les billes qui ne s
�etaient
pas encore d�etach�ees de la colonne
� Pour toutes les courbes� les param�etres de la simulation
sont les m�emes que ceux de la Fig� �III���
�

A�n d�observer un comportement de type �� loi d��echelle �� �a la fois pour la distribution
des vitesses de la Fig� �III���� et pour la distribution des temps de d�etachement de la Fig�
�III����� nous divisons l�axe des abscisses de ces deux �gures par Ns� L�axe des ordonn�ees de
la Fig� �III���� est adimensionn�e par la vitesse d�impact vimp et celui de la Fig� �III���� par le
temps de collision �N � Les r�esultats sont repr�esent�es sur les Figs� �III���� et �III�	
�� Sur les
deux �gures� nous observons un impressionnant comportement de type loi d��echelle puisque
tous les r�esultats exp�erimentaux ��a l�exception de N 
 �� se r�epartissent sur une seule et
m�eme courbe�
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Fig� III��
 � R�esultat des simulations num�eriques � �evolution de Ns en fonction de N � Pour
N 
 �� la droite en traits pleins correspond �a Ns � N � Pour N � �� la droite moyenne a
pour pente 
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Fig� III��� � R�esultat des simulations num�eriques � vitesse de la i
eme bille� �a la �n de la
collision� divis�ee par la vitesse d
impact vimp en fonction du num�ero la bille i divis�ee par Ns�
pour di��erentes valeurs de N � Les l�egendes de tous les symboles utilis�es sont identiques �a
ceux de la Fig� �III���
 �a l
exception de N � 	
 ���� Apr�es ces changements d
�echelle� les
r�esultats exp�erimentaux de la Fig� �III���
 se r�epartissent sur une seule courbe �a l
exception
de N � 	 ��� et � ���� Les billes ayant des vitesses �nales plus grandes que leurs vitesses
initiales vimp sont au dessus de la droite en traits pointill�es tandis que les billes poss�edant des
vitesses �nales plus petites que vimp sont en dessous de cette droite�
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Fig� III�	
 � R�esultat des simulations num�eriques � temps de d�etachement de la i
eme bille
divis�e par le temps de collision �N en fonction du num�ero de la bille i divis�e par Ns� pour
di��erentes valeurs de N � Les l�egendes de tous les symboles utilis�es sont identiques �a ceux de
la Fig� �III���
 �a l
exception de N � 	
 ���� Apr�es ces changements d
�echelle� les r�esultats
exp�erimentaux de la Fig� �III��	
 se r�epartissent sur une seule courbe �a l
exception de N � 	
��� et � ����
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Fig� III�	� � R�esultat des simulations num�eriques � force d
interaction Fi entre la i�eme bille
et la i' ��eme en fonction du temps lors de la collision entre une colonne de N � � billes et
le sol � ��� F� bille � avec le sol � ��� F� billes � et � � ���� F� billes � et 	 � ��� F� billes 	
et � � ���� F� billes � et �� Pour toutes les courbes� les param�etres de la simulation sont les
m�emes que ceux de la Fig� �III���
�
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Comme l��energie totale est conserv�ee dans notre mod�ele� l��energie du syst�eme est redis�
tribu�ee au cours de la collision et c�est cette redistribution d��energie qui impose l�e�et de
d�etachement� A l�int�erieur de la colonne� la redistribution d��energie s�e�ectue lors des inter�
actions entre les billes� majoritairement des r�egions o�u les interactions sont peu intenses mais
durent longtemps �billes du bas� vers les r�egions o�u les interactions sont tr�es intenses pen�
dant une dur�ee tr�es courte �billes du haut�� En e�et� comme on le voit sur la Fig� �III�	���
les forces d�interactions entre les billes du haut de la colonne sont plus intenses� mais inter�
viennent sur un temps plus court� que les forces d�interaction entre les billes du bas de la
colonne� Puisqu�une force est le rapport d�une variation de quantit�e de mouvement sur une
variation de temps �F � m.v�.t�� l��echange de la quantit�e de mouvement entre quatri�eme
et la cinqui�eme bille prend un temps beaucoup plus petit que l��echange de la quantit�e de
mouvement entre chaque paire pr�ec�edente�

L��energie cin�etique de la colonne� relativement �a son centre de masse� est d�e�nie� au cours
du temps� selon
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Erel est aussi appel�ee �� temp�erature granulaire �� lorsque N � �� A la �n de la collision
�t � �N �� Erel donne une mesure sur la distance typique de s�eparation des billes de la colonne�
En e�et� les contributions signi�catives dans la somme de l�Eq� �III���� n�interviennent que
lorsque *xi � vg ou *xi � vg� Pr�ec�edemment� nous avons �etabli que plus le nombre de billes N
de la colonne augmente� plus les vitesses des billes du haut de la colonne sont sup�erieures �a
leurs vitesses initiales vimp� Ainsi� Erel doit cro��tre avec N � Cependant� lorsque le nombre de
billes augmente� la quantit�e de mouvement totale du syst�eme cro��t� La quantit�e int�eressante
est donc le rapport entre l��energie cin�etique relative Erel �a la �n de la collision� sur l��energie
cin�etique totale Ecin� c���a�d�
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L��evolution de ce rapport est repr�esent�ee sur la Fig� �III�	�� en fonction de N et de ��N � A
la �n de la collision� la distance typique de s�eparation entre chaque bille cro��t avec N mais
semble devenir constante pour de grandes valeurs de N � Bien �evidemment� ce r�esultat n�est
plus valable dans le cas d�un mod�ele dissipatif� avec une loi d�interaction lin�eaire� puisque la
distance typique de s�eparation passe par un maximum� �a basse valeur de N � puis d�ecro��t pour
de plus grande valeur de N �voir la Fig� ��c� de la Ref� ������

III���� Collision avec un mur �� mou ��

Examinons maintenant le cas de la collision d�une colonne de billes avec un mur mou�
Une telle collision a �et�e d�e�nie au x �III�	�	� comme �etant telle que �max�N � �� � Tq tandis
qu�une collision avec un mur rigide correspondait �a �max�N � �� 
 Tq� Puisque la dissipation
n�est pas prise en compte dans notre mod�ele� la force maximale du cycle de charge d�une seule
bille� c���a�d� N � �� est atteinte apr�es la moiti�e du temps de la collision� c���a�d� �a

�max�N � �� �
��
�
� �III��	�
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Fig� III�	� � R�esultat des simulations num�eriques � �a
 Evolution de Erel�EK en fonction du
nombre de billes N � �b
 Evolution de Erel�EK en fonction de ��N � Les croix repr�esentent
les points num�eriques� La droite en traits pleins correspond �a la droite d�ecrivant le mieux les
points num�eriques� Pour tous les points num�eriques� les param�etres des simulations sont les
m�emes que ceux de la Fig� �III���
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La substitution des Eqs� �III���� �III���� et �III��	� dans les deux in�egalit�es ci�dessus
conduit alors �a un c��cient critique du contact sph�ere�plan Kc � tel que pour K � Kc la
collision est d�e�nie comme �etant celle avec un mur rigide et pour K 
 Kc celle avec un mur
mou� avec

Kc �

�
�� ��

�

���� �k

�
� �III����

Dans la plupart des simulations du x �III���� la valeur du c��cient de Hertz pour un
contact sph�ere�sph�ere est celui entre deux sph�eres en acier inoxydable� c���a�d� k � �� �����
�
� N�m���� Ainsi� d�apr�es l�Eq� �III���� et pour une colonne de sph�eres en acier inoxydable�
la valeur critique est Kc � �� �
� N�m���� Dans le x �III����� nous avons vu que l��evolution
de la force maximale Fmax ressentie par le mur �etait ind�ependaente de N � Ce comportement
est en accord avec les remarques ci�dessus puisque la valeur du param�etre K � �� 
�
 �
�
� N�m��� �etait tel que K � Kc� La �gure �III�		� montre l��evolution temporelle de la
force F� pour une collision avec N � 	� �� �� �
 o�u �� billes pour K 
 Kc� Les param�etres
des simulations sont K � � � �
� N�m��� ( k � �� ����� �
� N�m��� ( vimp � 
� 	 m�s et
m � �� 
� � �
�� kg� Comme nous l�attendions� l��evolution de la force au cours du temps
est en accord avec les r�esultats exp�erimentaux pour un mur mou � la force cro��t jusqu��a une
valeur Fmax qui d�epend de N � pour de basses valeurs de N � et est ind�ependant de N pour des
valeurs plus grandes� Contrairement aux r�esultats exp�erimentaux �voir par exemple la Fig�
�III���d��� les simulations de la Fig� �III�		� montre que la valeur moyenne de la force est
constante au cours de la collision� Ceci est provient du fait que l�on n�eglige les e�ets dissipatifs
au cours des simulations num�eriques�
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Fig� III�		 � R�esultat des simulations num�eriques � �evolution temporelle de la force ressentie
par un mur mou lors d
une collision de N � 	 ��� � � ��� � � ���� � �
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III�
 Expression analytique de la vitesse de l�onde de d�efor�

mation

La dynamique d�une colonne de billes rebondissant sur le sol� en l�absence de la gravit�e�
est �equivalente �a celle d�une colonne qui serait soumise �a l�impact d�un mur se d�epla�cant �a
vitesse constante vm� En e�et� �a cause de l�invariance galil�eenne� la condition initiale vm � 

et *xi�t � 
� � vimp est �equivalente �a vm � �vimp et *xi�t � 
� � 
� L�expression analytique de
la vitesse v de l�onde de d�eformation peut �etre ainsi d�etermin�ee par la r�eponse d�une rang�ee
de billes en contact soumise �a un �echelon de force�
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Fig� III�	� � �a
 R�eponse d
une barre �a un �echelon de force� La zone hachur�ee correspond �a
la r�egion de la barre qui est comprim�ee� �b
 R�eponse d
une rang�ee de billes en contact �a un
�echelon de force�

L�expression analytique d�une telle vitesse est obtenue par analogie avec le calcul de la
vitesse de propagation d�une onde longitudinale dans une barre solide� in�niment longue�
soumise �a un �echelon de vitesse ��

A t � 
� appliquons une force de compression F �a l�extr�emit�e gauche d�une barre� de
section transverse S� constitu�ee d�un mat�eriau de masse volumique �b et de module d�Young
Eb �voir la Fig� �III�	�a��� Une onde de compression commencera alors �a se propager �a travers
la barre avec une vitesse cl� A un instant t � 
� l�onde aura parcouru une distance L � clt
tandis que le point d�application de la force aura parcouru une distance .L � vpt o�u vimp est
la vitesse des �� particules �� dans la r�egion comprim�ee de la barre �zone hachur�ee de la Fig�
�III�	�a��� La conservation de la quantit�e de mouvement permet d��ecrire

Ft � �Scltvimp� �III����

o�u le terme de gauche de l�Eq� �III���� repr�esente l�impulsion inject�ee� au temps t� tandis que
le terme de droite correspond �a l�impulsion re�cue par la barre� au m�eme instant� permettant
la mise en mouvement de la zone hachur�ee de masse �Sclt� La loi de Hooke �voir l�Eq� �I����
permet de relier la d�eformation relative de la barre 	 �L

L �a la contrainte F
S appliqu�ee sur la

�� Le calcul permettant d	obtenir l	expression analytique de la vitesse des ondes longitudinales dans une
barre uniforme a �et�e d�evelopp�e pour la premi
ere fois par Babinet � voir les pages ������� de la Ref� 
����

�� Dans la loi de Hooke� la d�eformation relative est �L
�L�L

� mais on suppose �L� L�

�
�



barre selon
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En utilisant les Eqs� �III����� �III���� et les expressions de .L et L� la vitesse cl des ondes
longitudinales dans la barre s��ecrit alors

cl �

s
Eb

�b
� �III����

On retrouve bien le r�esultat classique pour la vitesse de propagation des ondes longitudinales
dans un barreau�

En reprenant ce raisonnement dans le cas d�une rang�ee de billes� l�expression de la vitesse
de l�onde de d�eformation de la cha��ne peut �etre obtenue analytiquement �a partir des �equations
de conservation de la masse� de la quantit�e de mouvement et de la loi d�interaction entre deux
billes�

A t � 
� appliquons une force de compression F �a l�extr�emit�e gauche d�une cha��ne de billes
en contact� chacune de rayon R et de masse volumique �s �voir la Fig� �III�	�b��� Une onde de
compression commencera alors �a se propager �a travers la cha��ne avec une vitesse v� Apr�es un
instant t � 
� l�onde aura parcouru une distance L � vt tandis que le point d�application de la
force aura parcouru une distance .L � vimpt o�u vimp est la vitesse des billes en mouvement�
Le nombre Nf de bille en mouvement� �a l�instant t� est � alors

Nf �
vt

�R
� �III��
�

La conservation de la quantit�e de mouvement� au m�eme instant� implique que

Ft � Nfmvimp� �III����

o�u le terme de gauche de l�Eq� �III���� repr�esente l�impulsion inject�ee dans le syst�eme tandis
que le terme de droite correspond �a l�impulsion totale pr�esente dans la cha��ne de billes�
chacune de masse m � �

���sR
�� Utilisons la loi d�interaction non lin�eaire de Hertz qui relie

l�interp�en�etration � entre deux billes et la force qui les comprime F selon l�Eq� �I����� Au
temps t� le point d�application de la force aura parcouru une distance � .L � Nf� � vimpt�
En reportant l�Eq� �I���� dans l�expression de .L� on obtient alors

vt

�R

�
F

k

����

� vimpt� �III�	
�

o�u k est le c��cient de la loi de Hertz pour un contact sph�ere�sph�ere �voir l�Eq� �I��
���
En reportant la valeur de F d�eduite de l�Eq� �III�	
� dans l�Eq� �III����� et en utilisant l�Eq�
�I��
� et l�Eq� �III��
�� la vitesse v de l�onde de d�eformation �a l�int�erieur de la cha��ne de billes
est

v �

�
�Es

�s���� 
�s �

����
v
���
imp� �III�	��

�� En pratique� comme une cha��ne de billes est dispersive �voir le x �III����� le front de l	onde de d�eformation
change de forme au cours de sa propagation 
a travers la cha��ne� ce qui est contraire 
a l	hypoth
ese conduisant

a l	Eq� �III�����

�� Il y a en r�ealit�e Nf � � contacts et ainsi �L � �Nf � ���� mais on suppose Nf � ��
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En reportant l�Eq� �I��
� dans l�Eq� �III�	��� l�Eq� �III�	�� a alors la m�eme expression que
l�Eq� �III��
� trouv�ee num�eriquement et les c��cients num�eriques de ces deux �equations sont
identiques�

De plus� la seule di��erence avec la barre homog�ene est l�utilisation d�une interaction non
lin�eaire �loi de Hertz� entre les billes tandis que la loi lin�eaire Hooke d�ecrit le comportement de
la barre� En cons�equence� la vitesse de l�onde de d�eformation v d�epend de la vitesse d�impact
vimp pour le cas non lin�eaire tandis que pour la barre� la vitesse cl des ondes longitudinales
est ind�ependant de vimp�

En reportant l�Eq� �III�	�� dans l�Eq� �III��� avec T �q � Tq� le temps Tq mis pour que le
transfert d�impulsion d�une bille �a une autre fasse un aller retour dans une bille est alors

Tq �

�
����s

�� 
�s
Es

����

Rv
����
imp � �III�	��

En reportant l�Eq� �I��
� dans l�Eq� �III�	��� l�Eq� �III�	�� a alors la m�eme expression que l�Eq�
�III���� trouv�ee num�eriquement et que les c��cients num�erique de ces deux �equations sont
identiques� En utilisant les caract�eristiques de l�acier inoxydable pour Es� 
s et �s �cf� tableau
de la page ��� et l�Eq� �III�	��� la vitesse de l�onde de d�eformation est calcul�ee pour trois
valeurs de la vitesse d�impact vimp � 
� ���( 
� ��� et 
� 	��m�s correspondant respectivement
�a trois hauteurs de chute h � �� � ( 	� � et �� � mm� Ces r�esultats sont regroup�es dans le Tab�
�III��� et sont en bon accord avec les vitesses mesur�ees exp�erimentalement au x �III�	�	� et
celles d�eduites des simulations du x �III������

III�� M�ecanisme de l�e
et de d�etachement

Consid�erons une colonne unidimensionnelle de N billes identiques toutes s�epar�ees les unes
des autres d�une distance d� et poss�edant chacune une vitesse vii � vimp le long de leur
axe commun� Laissons cette colonne entrer en contact avec le sol et n�egligeons les e�ets de la
gravit�e au cours de l�interaction� Apr�es la collision� les billes s��eloignent du sol avec une vitesse
vfi � Luding et al� ���� 

� 
�� ont �etudi�e num�eriquement ce probl�eme �voir aussi la Ref� ����
pour une rapide description�� �a l�aide de simulations de dynamique mol�eculaire� en utilisant
une loi d�interaction lin�eaire ou non lin�eaire dissipative entre chacune des billes en contact�
Ils mesurent le c��cient de restitution e�ectif �col de la colonne enti�ere qui est d�e�ni comme

�col �

vuuuuuut
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i��
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i��
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�
� �III�		�

Ils montrent que �col d�epend du rapport t���N � o�u t� � d��vimp est le temps n�ecessaire �a
une bille pour rattraper sa suivante quand cette derni�ere est brusquement arr�et�ee �e�g� par
l�impact sur le sol� et �N le temps que dure la colision de la colonne de N billes avec le sol�
Dans le cas o�u t���N � ��N � la collision entre la colonne et le sol conduit �a un tr�es grand
nombre de collisions binaires entre les billes� Le c��cient de restitution e�ectif �col est ainsi
consid�erablement plus petit que le c��cient de restitution pour un impact binaire� D�un autre
c�ot�e� dans le cas o�u t���N � ��N � la collision entre la colonne et le sol conduit �a ce que toutes
les billes soient en contact mutuel au m�eme instant� Ainsi� les billes int�eragissent avec le sol

�
�



comme une cha��ne d�oscillateurs coupl�es amortis plut�ot que comme N billes distinctes� Dans
ce cas� le c��cient de restitution e�ectif �col est alors proche de �� et les billes se d�etachent
les unes des autres avec des distances inter�billes tr�es variables � ce ph�enom�ene a �et�e appel�e
�� l�e�et de d�etachement �� ����� mais n�a pas de r�eelle interpr�etation�

Dans notre probl�eme d� � 
 m puisque toute les billes sont en contact lors de la chute de
la colonne et nous retrouvons l�e�et de d�etachement annonc�e par Luding et al� � En e�et� nous
avons montr�e exp�erimentalement au x �III�	��� et de mani�ere indirecte� que les billes ne restent
pas en contact les unes avec les autres apr�es la collision de la colonne avec le sol� De plus�
nous avons montr�e num�eriquement aux x �III����� et �III������ qu�apr�es le cycle de compression
entre la colonne et le sol� deux types de d�etachement des billes peuvent intervenir selon que le
nombre de billes dans la colonne est plus grand ou plus petit qu�un certain nombre critique�
Dans les deux cas� les billes se d�etachent les unes des autres avec des distances inter�billes
tr�es variables �voir la Fig� �III����� et des vitesses tr�es di��erentes �voir les Figs� �III��
� et
�III������

Cet e�et est essentiellement d�u aux propri�et�es �elastiques du mat�eriau constituant les billes
puisque les simulations ���� pour d� � 
� dans la limite d�une int�eraction de sph�eres dures
�c���a�d� un temps de collision nulle�� montre que cet e�et dispara��t pratiquement �c���a�d� que la
distance entre chaque bille est constante et est tr�es petite par rapport �a celle trouv�ee pour des
interactions de sph�eres molles� comme le montre les Figs� ��a� et ��d� de la Ref� ������ De plus�
pour un mod�ele d�interaction lin�eaire dissipatif avec d� � 
� ces auteurs ont montr�e que l�e�et
de d�etachement �etait le r�esultat d�un mod�ele d�ependant des propri�et�es dissipatives� En e�et�
il semble raisonnable qu�une colonne de billes en acier do��t se d�etacher plus qu�une colonne
de billes en aluminium �c���a�d� que la collision de l�ensemble de la colonne de billes en acier
est moins dissipative que celle en aluminium� puisque une collision binaire entre billes d�acier
est faiblement dissipative alors que celle entre billes d�aluminium est fortement dissipative�
Cependant� la dissipation n�est pas la cause de cet e�et puisque le mod�ele d�interaction non
lin�eaire de Hertz� pr�esent�e dans aux x �III��� et �III���� qui est non dissipatif� montre l�e�et de
d�etachement des billes de la colonne� La cause du d�etachement provient de la redistribution
d��energie �a l�int�erieur du syst�eme lors de la collision� Cette redistribution a lieu parce que la
propagation de l��energie �a travers la colonne de billes est dispersive�

Pour comprendre cela� consid�erons maintenant le cas d�une cha��ne horizontale de N billes
�elastiques toutes identiques� chacune suspendue par l�interm�ediaire de deux �ls� qui est sou�
mise �a l�impact de n billes incidentes� Au cours de la collision� l��energie des billes impactantes
est distribu�ee dans toute la cha��ne� cette derni�ere �etant faiblement dispersive� Les transferts
d��energie et de quantit�e de mouvement �a l�int�erieur de la cha��ne sont dits dispersifs dans le
sens o�u� �a la �n de la collision� chaque bille poss�ede une fraction de l��energie des billes im�
pactantes� Ainsi� �a la �n de la collision� les N � n billes� consid�er�ees g�en�erallement comme
�etant au repos et en contact mutuel �voir le x �III����� sont en mouvement et sont s�epar�ees de
leurs voisines par une petite distance� Au contraire� le syst�eme est non dispersif �ou encore
appel�e dispersion�free ���� ou perfect transmission ��	��� si la perturbation engendr�ee lors de
l�impact se propage� �a travers la cha��ne� sans changer de forme et transfert alors son �energie
et sa quantit�e de mouvement aux n billes �a l�autre extr�emit�e de la cha��ne� G�en�erallement� un
syst�eme poss�edant la propri�et�e de transmission parfaite est une cha��ne de billes de natures
di��erentes� c���a�d� di��erentes masses interagissant par l�interm�ediaire de ressorts� soit tous
lin�eaires ou non lin�eaires mais de raideurs di��erentes ���� �	�� Pour une interaction lin�eaire
�la loi de Hooke�� Reinsch ��	� obtient la solution g�en�erale �c���a�d� les masses de chaque bille et
les raideurs de chaque ressort� pour avoir une cha��ne de billes non dispersive quels que soient
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N et n� Dans la limite continue� cette cha��ne de transmission parfaite conduit �a une �equation
d�onde non dispersive� Pour une interaction non lin�eaire �loi de Hertz�� les simulations num�e�
riques pour N � 	� n � � ��	� et N � �� n � � ���� montrent que� pour des billes identiques� la
cha��ne est dispersive� Cependant� pour une interaction hertzienne avec des billes di��erentes�
la propri�et�e de transmission parfaite peut �etre obtenue ��	�� Par cons�equent� l�exp�erience tr�es
connue que l�on retrouve dans le commerce avec n � � et N � � billes identiques est une
cha��ne dispersive� les billes en interactions �etant bien d�ecrites par la loi de Hertz ����� Ainsi�
apr�es la premi�ere collision� seule la bille �a l�autre extr�emit�e de la cha��ne s�envole au loin� les
autres �etant maintenant l�eg�erement s�epar�ees de leurs voisines� C�est la raison pour laquelle�
dans toutes les s�eries de collisions suivantes� la cha��ne est alors non dispersive puisque seules
des collisions binaires sont mises en jeu� Cette interpr�etation est initiallement due �a Herrmann
et al� �����

Revenons maintenant �a notre probl�eme en n�egligeant les e�ets dissipatifs� C�est le m�eme
probl�eme que celui ci�dessus avec n � �� N billes identiques �elastiques et des interactions
r�ealistes entres elles� c���a�d� via la loi de Hertz� Par cons�equent� le cas non dispersif pour la
colonne �c���a�d� pas d�e�et de d�etachement des billes� ne peut arriver� quel que soit la valeur
de N � De plus� Luding et al� ���� 

� 
�� ont remarqu�e que cet e�et de d�etachement est plus
faible dans le cas d�une interaction non lin�eaire �loi de Hertz� que dans le cas d�une interaction
lin�eaire �loi de Hooke�� Ceci est raisonnable puisque une cha��ne de billes identiques en inter�
action de Hertz est� par nature� moins dispersive que celle en interaction de Hooke ���� �	��
Ainsi� il semble normal que� dans la limite d�une interaction de sph�eres dures donc fortement
non lin�eaire� l�e�et de d�etachement disparaisse pratiquement puisque le syst�eme devient alors
non dispersif� Lors de la collision d�une colonne de billes avec le sol� l�importance de la faible
dispersion d��energie �a l�int�erieur de la colonne de billes en interaction de Hertz est donc re�
ponsable de la redistribution d��energie dans toute la colonne et de l�e�et de d�etachement� Par
cons�equent� ce m�ecanisme est non dissipatif� mais peut bien �evidemment d�ependre� pour une
colonne r�eelle� des propri�et�es dissipatives�

En�n� une autre exp�erience tr�es simple devrait permettre de se convaincre de l�importance
de la dispersion de l�energie dans une cha��ne de billes par rapport �a la dissipation d��energie �
si l�on l�ache une petite bille sur un plan tr�es massif� son rebond sera de l�ordre de sa hauteur
initiale� montrant ainsi que le c��cient de restitution est proche de l�unit�e ( alors que si l�on
l�ache la m�eme bille sur une colonne de billes identiques� elle s�arr�etera net et ne rebondira pas
du tout� Cette di��erence frappante de comportement collectif provient de la redistribution
de l��energie incidente �a l�int�erieur du syst�eme� La dispersion d��energie est par cons�equent un
ph�enom�ene d�une importance majeure�

III�� Conclusion

L��etude exp�erimentale de la collision d�une colonne de N billes avec un mur stationnaire
a �et�e pr�esent�ee dans ce chapitre� Dans le cas d�un mur rigide et �a hauteur de chute �x�ee�
nous avons montr�e que la force maximale ressentie par le mur est ind�ependante du nombre de
billes� Nous avons aussi mesur�e� en fonction de N � la dur�ee de collision� la vitesse de l�onde de
d�eformation et un c��cient de restitution e�ectif de la colonne� De plus� nous avons soulign�e
que l�ind�ependance de la force maximale avec N est reli�ee �a la propagation de l�onde de
d�eformation �a travers la colonne et d�epend de la rigidit�e du mur� En outre� nous sommes
capable de d�e�nir de fa�con pr�ecise le mot �� rigidit�e ��� Une expression analytique de la vitesse
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de telles ondes a �et�e obtenue et est en accord avec les r�esultats exp�erimentaux�
Un mod�ele num�erique non dissipatif� fond�e sur l�interaction non lin�eaire de Hertz� donne

des r�esultats en tr�es bon accord avec l�exp�erience� De plus� num�eriquement� nous avons mon�
tr�e qu�apr�es la phase de compression entre la colonne et le mur� les billes se s�eparent les
unes des autres avec des vitesses et des distances inter�billes tr�es di��erentes� Deux sortes de
d�etachements des billes de la colonne ont alors �et�e observ�e num�eriquement � un en dessous du
nombre critique N � � et un pour N � �� Pour N � �� les billes du haut de la colonne se
d�etachent les unes apr�es les autres de la colonne avec une vitesse plus grande que leur vitesse
initiale� Les billes du bas rebondissent alors� vers le haut� en bloc avec une vitesse inf�erieure
�a leur vitesse initiale�

Une interpr�etation de l�e�et de d�etachement des billes a alors �et�e donn�ee� En e�et� nous
avons soulign�e que cet e�et de d�etachement provient de la redistribution d��energie �a l�int�erieur
du syst�eme au cours de la collision� et non pas �a cause d�e�ets dissipatifs� Cette redistribution
a lieu car la propagation de l��energie �a travers la colonne est dispersive�

Notre travail montre de plus que la collision de N billes in�elastiques avec un mur station�
naire �c���a�d� pas d��energie inject�ee au cours de la collision� est r�egie par deux m�ecanismes
fondamentaux � la dispersion d�energie �a travers toute la colonne et la dissipation d�energie lors
de la collision in�elastique� Le r�ole de la dispersion d�energie est de redistribuer l��energie� au
cours de la collision� �a l�int�erieur de tout le syst�eme� Cette redistribution d�epend essentielle�
ment de la nature intrins�eque de la loi d�interaction entre deux billes �c���a�d� la loi de Hertz
pour des interactions r�ealistes�� La dispersion d��energie �a travers le syst�eme conduit alors �a
l�e�et de d�etachement des billes de la colonne et �a une distance typique de s�eparation entre
chaque bille� Nous avons vu num�eriquement que cette distance typique augmente avec N �
D�un autre cot�e� puisque de l��energie est toujours perdue lors de la collision� la dissipation
tend �a r�eduire cette distance typique de s�eparation entre chaque bille� La dissipation et la
dispersion sont par cons�equent deux e�ets antagonistes� De plus� l��energie dissip�ee augmente
avec N �voir la Fig� �III������ Par cons�equent� si les e�ets dissipatifs compensent les e�ets
dispersifs� c���a�d� pour N grand� nous pensons que la colonne ne rebondira pas�

Finallement� ces m�ecanismes ne sont pas sp�eci�ques aux exp�eriences unidimensionnelles
et doivent �etre tr�es important pour les exp�eriences plus r�ealistes �a deux ou trois dimensions �
l�e�et purement dispersif �c���a�d� l�e�et de d�etachement des billes� est probablement un m�e�
canisme pr�ecurseur de la �uidisation des milieux granulaires vibr�es ���� ��� tandis que la
pr�epond�erance des e�ets dissipatifs peut conduire �a la phase condens�ee �ou dite �� en amas ���
des milieux granulaires vibr�es ���� ����
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Chapitre IV

Propagation d�ondes solitaires dans

une cha��ne de billes en contact de

Hertz
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IV�� Introduction

L��etude de la propagation d�ondes dans les milieux granulaires est un domaine tr�es vaste�
tant au niveau industriel� m�ecanique que g�eophysique� Par exemple� les ondes acoustiques sont
g�en�eralement utilis�ees pour r�ealiser des tests non destructifs et sont parfois le seul moyen ex�
p�erimental pour acc�eder �a certaines informations g�eophysiques� Le comportement acoustique
des milieux granulaires s�est alors d�evelopp�e exp�erimentalement �
�� 
	� et th�eoriquement �
���
depuis fort longtemps�

La propagation d�excitations dans un milieu granulaire d�epend de nombreux param�etres �
la forme des grains �� la nature du contact entre chaque grains� la g�eom�etrie du r�eseau des
contacts � ainsi que la dimensionalit�e du syst�eme �etudi�e� Cette diversit�e rend le probl�eme com�
plexe et de nombreuses questions restent encore ouvertes �voir la Ref� �
�� pour un r�esum�e
r�ecent�� Les premi�eres �etudes exp�erimentales concern�erent la propagation d�ondes sismiques
dans des mat�eriaux soumis �a de tr�es hautes pressions �
�� 

� 
��� mat�eriaux �a l�int�erieur
desquels tous ces param�etres agissent simultan�ement� Plus r�ecemment� des travaux exp�eri�
mentaux ��
� ��� ���� num�eriques ��	� et th�eoriques ���� ont tent�e de dissocier ces e�ets� Ces
�etudes se sont focalis�ees sur l�importance des e�ets g�eom�etriques d�us au d�esordre des contacts
entre grains� lors de la propagation du son dans le sable� Dans ce chapitre� nous nous int�eres�
serons plus particuli�erement aux e�ets d�us �a la nature du contact entre chaque grains et aux
comportements non lin�eaires et dispersifs qui lui sont associ�es�

La loi d�int�eraction entre deux sph�eres adjacentes est une solution exacte de l��elasticit�e
lin�eaire� connue sous le nom de loi de Hertz �voir le Chap� I�� A cause d�un e�et purement
g�eom�etrique� la relation entre la force statique� F�� appliqu�ee sur les sph�eres et la distance

de rapprochement� ��� de leurs centres est non lin�eaire � F� � �
���
� � En cons�equence� la vitesse

des ondes lin�eaires �les ondes sonores� dans les syst�emes unidimensionels �evolue alors comme

F
���
� � Ce r�esultat classique a �et�e observ�e exp�erimentalement depuis longtemps �
�� 
	�� mais ne

semble pas �etre valable pour des syst�emes de dimensions plus �elev�ees du fait de l�intervention
des e�ets g�eom�etriques du r�eseau des contacts �
��� Pour s�a�ranchir de ce probl�eme� nous
devons nous limiter �a l��etude d�un syst�eme ordonn�e unidimensionel comme une cha��ne de billes
�elastiques identiques� Cette con�guration permet alors de �� sonder �� le r�egime non lin�eaire
du syst�eme�

Le comportement non lin�eaire d�une cha��ne de billes a �et�e� tout d�abord� analys�e nu�
m�eriquement� pour di��erentes lois d�interaction non lin�eaire� a�n d��etudier la propagation
�� d�ondes de choc � �� �a l�int�erieur de la cha��ne ���� ��� ���� Nesterenko ���� a ensuite �et�e le
premier a donn�e une solution analytique �a ce probl�eme pour la loi d�interaction de Hertz� Il a
mis en �evidence le fait que les ondes de fortes compressions� c���a�d� avec une amplitude beau�
coup plus grande que celle de la force statique F�� peuvent se propager� �a travers la cha��ne� �a
la mani�ere d
ondes solitaires localis�ees �� Quelques temps plus tard� une preuve exp�erimentale
de l�existence de ces ondes a �et�e fournie par Lazaridi et Nesterenko ���� ��� �

�� Un probl�eme

�� Appel�e encore� dans la Ref� 
���� le �� d�esordre g�eom�etrique ���
�� Appel�e encore� dans la Ref� 
���� le �� d�esordre de contact ���
�� Contrairement aux solitons qui sont issus d	un �equilibre entre les e�ets non lin�eaires et dispersifs� les

ondes de choc proviennent de l	e�et combin�e des non lin�earit�es et de la di�usion� La vitesse de l	onde de choc
d�epend de son �etat �nal et initial� mais pas du front d	onde reliant ces deux �etats�

�� Une onde solitaire est une onde non lin�eaire localis�ee spatialement se propageant sans d�eformation�
au cours du temps� avec une vitesse constante� Un soliton est une onde solitaire qui poss
ede la propri�et�e
suppl�ementaire de rester inchang�ee apr
es la collision avec une autre onde solitaire �voir la Ref� 
�����

��




fortement corr�el�e� bien que di��erent� concerne la propagation d�ondes �a l�int�erieur d�une co�
lonne de billes soumises �a la gravit�e �voir le Chap� III� l�annexe D et les Ref� ��
�� �
����
qui est crucial pour la compr�ehension de la dynamique de l�ensemble de la colonne apr�es un
impact� Soulignons� en�n� que les travaux th�eoriques de Nesterenko ���� ont �et�e �etendus �a
la propagation d�ondes de compression non lin�eaire dans les milieux ��D consistu�es de deux
types de sph�eres altern�ees ��
	� �
�� ainsi qu��a la propagation d�onde de cisaillement non
lin�eaire ��
�� �
���

Dans ce chapitre� nous pr�esentons des exp�eriences quantitatives sur la propagation d�ondes
non lin�eaires dans une cha��ne de billes �elastiques identiques� La forme et la vitesse de ces
ondes� ainsi obtenues� peuvent alors �etre compar�ees aux pr�evisions th�eoriques de la Ref�
����� L�observation d�impulsions non lin�eaires localis�ees ainsi qu�une analyse d�etaill�ee� dans
laquelle aucun param�etre ajustable intervient� permet d�identi�er ces excitations avec les
ondes solitaires d�ecrites par Nesterenko ����� En outre� notre dispositif exp�erimental permet�
pour di��erentes forces statiques appliqu�ees� une �etude syst�ematique de ces ondes sur une
gamme d�amplitude tr�es �etendue� Par comparaison� dans les travaux exp�erimentaux d�ecrits
dans les Ref� ���� ���� l�amplitude de l�onde ne peut pas varier et seules des mesures indirectes
de vitesse sont e�ectu�ees�

Au x �IV���� nous pr�esenterons le probl�eme ainsi que l��equation non dissipative d�ecrivant
la dynamique de la cha��ne� En outre� nous insisterons sur les hypoth�eses n�ecessaires �a son
obtention� Les diverses limites de cette �equation seront expos�ees au x �IV�	�� a�n de savoir si
elles ont un possible int�er�et exp�erimental� Le x �IV��� sera alors consacr�e �a la description du
dispositif exp�erimental� Le comportement du syst�eme dans le r�egime lin�eaire sera d�evelopp�e
au x �IV���� A l�int�erieur de ce dernier� on lin�earisera les �equations tout en gardant leurs
natures discr�etes �voir le x �IV������ et on pr�esentera les r�esultats exp�erimentaux obtenus
�voir le x �IV������� L�accord entre la th�eorie et l�exp�erience permettra de retrouver les r�esul�
tats classiques �
�� 
	� et consistera surtout en un test de notre dispositif exp�erimental� Au x
�IV���� nous aborderons le r�egime fortement non lin�eaire des �equations du probl�eme� L�analyse
th�eorique de Nesterenko ���� sera alors r�esum�ee� au x �IV������ par souci de clart�e et de r�ef�e�
rences ult�erieures �a certaines de ses �equations� De plus� les passages �� obscurs �� de son article
seront d�evelopp�es en d�etail� de m�eme que certaines conclusions qui n�apparaissent pas dans la
Ref� ����� L�extension de cette analyse th�eorique �a une m�ethodologie de mesure sera expos�ee
au x �IV����� tandis que les r�esultats exp�erimentaux en r�egime fortement non lin�eaire seront
d�ecrits au x �IV���� Nous pr�esenterons� au x �IV������ la forme exp�erimentale des excitations
non lin�eaires pour une cha��ne soumise �a une force statique mod�er�ee ���� � et ��� N�� Nous
exposerons� au �IV������ la mesure de la vitesse de propagation des excitations non lin�eaires
pour une cha��ne soumise �a trois valeurs di��erentes de la force statique ��� 
 ( ��� � et ��� N��
Si cette vitesse �respectivement l�amplitude maximale de l�excitation� est adimensionn�ee par
la vitesse du son des ondes lin�eaires �respectivement la force statique appliqu�ee�� nous verrons
que toutes les mesures de vitesse se r�epartissent sur une courbe unique� Le x �IV���	� sera
consacr�e au comportement de la cha��ne en l�absence de force statique� puisque� dans ce cas
l�a� les expressions th�eoriques deviennent quelque peu singuli�eres� En�n� au x �IV������ nous
comparerons nos r�esultats avec ceux obtenus ant�erieurement dans les Ref� ���� ��� �

� tandis
que les conclusions de cette �etude seront donn�ees au x �IV�
�

���



IV�� Mise en place du probl�eme

Consid�erons une cha��ne horizontale de N billes identiques� de rayon R� en contact les
unes avec les autres et soumises �a une force statique de compression F�� Ce dispositif est
repr�esent�e sch�ematiquement sur la Fig� �IV���� On ne tiendra pas compte dans toute la suite
d�un possible e�et de rotation des billes ou de �ambement de la cha��ne de billes�

x0 i

i

x0 i+1

i+1 F0F0

Fig� IV�� � Sch�ema du dispositif de compression statique � le centre de chaque bille i se trouve
dans sa position d
�equilibre sous compression x�i�

Nous avons vu au Chap� I� que lorsque deux sph�eres �elastiques identiques� de rayon R�
sont en contact et sont soumises �a une force statique normale F�� la distance d�approche ��
de leurs centres s��ecrit� d�apr�es les Eqs� �I���� et �I��
��

�� �

�
F�
k

����

� avec k 	
p
�R

	

Es

�� 
�s
( �IV���

Es et 
s �etant respectivement le module d�Young et le c��cient de Poisson du mat�eriau
constituant les sph�eres� Cette solution� appel�ee la loi de Hertz� est un r�esultat exact de l
�elas�
tostatique lin�eaire et la relation non lin�eaire entre �� et F� est un e�et uniquement g�eom�etrique
�voir le Chap� I��

Cette solution quasi�statique reste valable� dans le cas d�un probl�eme dynamique� lorsque
la force F � ainsi que la distance d�approche �� sont des fonctions lentement variable du temps�
Ces variations sont consid�er�ees comme lentes si tous les temps caract�eristiques intervenant au
cours du mouvement sont beaucoup plus grands que le temps n�ecessaire aux ondes acoustiques
longitudinales pour traverser un diam�etre de la sph�ere �voir le x �I�	����� Pour des billes en acier
inoxydable� de 
 mm de diam�etre� qui seront utilis�ees dans nos exp�eriences� cette condition
est v�eri��ee si tous les temps caract�eristiques sont beaucoup plus grands que � �s� ou toutes
les fr�equences beaucoup plus petites que �

 kHz �voir l�annexe A�� Tel sera le cas� comme
nous le verrons sur les Figs� �IV���� �a �IV���� et �IV���� �a �IV��	��

Par ailleurs� la solution de Hertz d�ecrit un contact entre solides parfaitement �elastiques�
Cette limite �elastique impose que la pression maximale lors du contact reste strictement
inf�erieure �a la pression limite de d�eformation plastique du mat�eriau constituant les solides
entrant en contact �voir le x �I�	����� Dans le cas de deux sph�eres en acier sous compression
statique F�� cette limite est d�epass�ee � pour F� � 		
 N � Dans nos exp�eriences� la force
statique appliqu�ee �a la cha��ne sera inf�erieure �a ��
 N � Dans le cas dynamique� pour un
impact entre deux sph�eres en acier� cette limite est d�epass�ee pour des vitesses d�impact de
l�ordre de 
� 	 m�s ��
� ���� Lors de l��etude du r�egime fortement non lin�eaire du x �IV���� la
vitesse maximale de la bille impactante sera environ de 
� �m�s �voir le x �IV����� Le choc sera

�� La limite compl
etement plastique est atteinte lorsque la pression maximale au centre du disque de contact
�cf� l	Eq� �I����� est sup�erieure 
a �Y o
u Y est la pression limite d	�elasticit�e du mat�eriau constituant les billes
�Y � ���� N�mm� pour l	acier� 
����

���



donc �elastique�plastique �voir le x �I������� Cependant� la loi de Hertz reste encore valide si le
volume de la r�egion o�u a lieu la d�eformation plastique est assez petit devant le volume qui est
d�eform�e �elastiquement lors de l�impact ( en pratique cel�a correspond �a des vitesses d�impact de
l�ordre de huit fois la vitesse critique requise pour observer un d�ebut d�indentation plastique
�����

En outre� les travaux de Hertz �voir le Chap� I� montrent que lorsqu�une bille subit une
compression� la pression est beaucoup plus importante dans le voisinage imm�ediat de la r�egion
de contact que dans tout le reste de la bille �voir aussi la Ref� ��	��� On peut alors consid�erer
la bille comme constitu�ee d�une partie d�eformable� agissant comme un ressort non lin�eaire
dans ce voisinage� et d�une partie ind�eformable dans pratiquement tout le corps de la bille�
Par cons�equent� il est l�egitime de mod�eliser une cha��ne de billes indentiques en contact par
une cha��ne de masses ponctuelles de massem � ���sR

��	� �s �etant la densit�e de chaque bille�
chacune interagissant avec ses plus proches voisines par la loi de Hertz� c���a�d� reli�ees par des
ressorts non lin�eaires satisfaisant

Fi �

��
� k��� ' xi � xi������ si xi � xi�� � ���


 sinon
� i � � � �IV���

Fi �etant la force d�interaction entre la i
eme et la i ' �
eme masse� xi est le d�eplacement du
centre de la i
eme bille par rapport �a sa position d��equilibre sous compression x�i et �� l�inter�
p�en�etration initiale due �a la force statique F�� donn�ee par l�Eq� �IV���� Avec la convention de
signe pour le d�eplacement xi �voir la Fig� �IV��b��� la i
eme masse interagit avec la i' �
eme�
via la loi de Hertz� si xi�� � xi � ��� �voir la Fig� �IV��a�� tandis qu�elles se d�etachent l�une
de l�autre si xi�� � xi 
 ����

En ne tenant pas compte d��eventuels e�ets dissipatifs � et en utilisant d�une part les forces
d�interaction� donn�ees par l�Eq� �IV���� ainsi que leurs sens �voir la Fig� IV��b��� la dynamique
de la cha��ne� �a su�samment basse fr�equence� est alors d�ecrite par le syst�eme d��equations
di��erentielles non lin�eaires coupl�ees

d�xi
dt�

�
k

m

h
��� � �xi � xi����

��� � ��� � �xi�� � xi��
���

i
� � 
 i 
 N � � � �IV�	�

o�u t repr�esente la variable temporelle� La validit�e des approximations conduisant �a l�Eq�
�IV�	� sera v�eri��ee a posteriori exp�erimentalement� En e�et� dans le cas d�excitations de
faible amplitude� les e�ets plastiques n�ont pas lieu d��etre et le comportement de la cha��ne
est tr�es bien d�ecrit par le mod�ele non dissipatif d�Eq� �IV�	� �voir le x �IV����� Dans le r�egime
fortement non lin�eaire� c���a�d� pour des excitations de grande amplitude� il y a un tr�es bon
accord entre les r�esultats exp�erimentaux du x �IV��� et la th�eorie du x �IV���� qui ne tient pas
compte d��eventuels ph�enom�enes dissipatifs�

Dans les Eqs� �IV�	�� il est suppos�e que la distance entre les centres de deux particules
voisines n�exc�ede pas �R� c���a�d� xi�� � xi � ���� La quantit�e jxi � xi��j dans l�Eq� �IV�	�
correspond �a l�interp�en�etration� entre la i� �
eme et la i
eme masse� due �a la force dynamique
F �t� tandis que �� correspond �a l�interp�en�etration� entre ces m�emes billes� sous l�action de
la compression statique F�� Le rapport entre ces deux quantit�es et leur importance relative
par rapport �a l�unit�e permet de se placer dans le cas o�u les e�ets dynamiques priment par

�� Une des causes de dissipation peut provenir du comportement visco�elastique du mat�eriau constituant les
billes �voir le x �I����� et la Ref� 
����� mais cet e�et est probablement tr
es petit pour des billes en acier�

��	



rapport aux e�ets statiques� Ce cas constitue la limite fortement non lin�eaire des Eqs� �IV�	��
Le cas inverse� c���a�d� jxi � xi��j��� � �� correspond �a la limite faiblement non lin�eaire
ou compl�etement lin�eaire selon que� respectivement� l�on garde ou non les termes d�ordre
sup�erieur en puissance de jxi�xi��j��� dans le d�eveloppement du membre de droite des Eqs�
�IV�	��

Sens  positif des
déplacements xi

Sens  de
l'interaction

i/i+1

Sens  de
l'interaction

i/i-1

i+1ii-1

xi xi xi+1
xi+1

x0 i+1
x0 i

0

(b)

(a)

Fig� IV�� � Repr�esentation sch�ematique du mod�ele � �a
 interaction entre la i
eme et la i'�
eme

masse � sous l
e�et de la force statique F�� les centres des sph�eres se rapprochent d
une distance
�� et se trouvent alors dans leurs positions d
�equilibre x�i et x�i�� � sous l
action d
une force
dynamique F �t�� les centres des sph�eres se d�eplacent d
une distance xi par rapport �a x�i � �b

directions des forces d
interaction entre la i
eme et la i' �
eme masse et entre la i� �
eme et la
i
eme�

IV�� Diverses limites de l��equation d�ecrivant la cha��ne de billes

Le syst�eme d��equations �IV�	� n�est pas int�egrable� c���a�d� qu�il n�est pas possible de
prendre en compte analytiquement �a la fois les e�ets non lin�eaires et le caract�ere discret
du r�eseau� Lorsqu�on lin�earise compl�etement le probl�eme� comme au x �IV���� on peut garder
totalement la nature discr�ete du syst�eme� Au x �IV���� on abordera la limite fortement non
lin�eaire jxi � xi��j��� � �� mais dans une approximation continue� Tous les autres cas �� in�
term�ediaires �� sont discut�es rapidement ci�dessous a�n de savoir s�ils ont un possible int�er�et
exp�erimental�

La limite faiblement non lin�eaire des Eqs� �IV�	�� tout en gardant compl�etement le carac�
t�ere discret du r�eseau� s��ecrit alors

d�xi
dt�

� K��xi�� ' xi�� � �xi��
n��X
n��

Kn ��xi � xi���
n � �xi�� � xi�

n� � �IV���

���



o�u � 
 i 
 N � �� n est entier et Kn � �k�
����n
� ��m � 
� � n � �� Cette �equation se

rencontre habituellement dans les probl�emes du type Fermi�Pasta�Ulam 	 ��
�� �
��� Ce type
d��equation a beaucoup �et�e �etudi�e num�eriquement lorsque l�on tronque� jusqu��a une certaine
valeur de n� la somme dans les Eqs� �IV���� Jusqu��a n � �� cette �equation permet d��etudier la
propagation d�ondes de choc dans les r�eseaux ��
�� �

� �
��� la limite continue se ram�enant
���� alors �a une �equation du type Korteweg�de�Vries dont les propri�et�es sont bien connues
���
�� Jusqu��a n � 	 pour K� � 
 et K� 
 
� des travaux th�eoriques ����� et num�eriques �����
montrent l�existence d�excitations non lin�eaires �ENL�� spatialement localis�ees �� intrins�eques
au r�eseau� De tels modes localis�es persistent lorsque K� �� 
 ���	� �����

Pour notre probl�eme� le fait que K� soit positif ne permet pas d�obtenir des solutions ENL�
Cependant� il est possible de prendre en compte les e�ets faiblement non lin�eaires au 	�eme

ordre en puissance de jxi � xi��j��� � �� c���a�d� jusqu��a n � 	� En e�et� en consid�erant des
excitations semi�discr�etes �� Flytzanis et al� ����� ont montr�e que l�amplitude du fondamental
ob�eit �a l��equation de Schr�odinger non lin�eaire �SNL�� SNL est une �equation aux d�eriv�ees par�
tielles� int�egrable �a une dimension� qui poss�ede des solutions de type soliton �voir la d�e�nition
dans le x �IV����� L��evolution de telles solutions dans la limite fortement discr�ete �� est un sujet
de d�ebat actuel ����� ����� d�autant plus que le syst�eme d��equations di��erentielles sous�jacent�
lui� n�est pas int�egrable� La cat�egorie de solutions de SNL pour notre probl�eme est appel�ee
�� soliton trou �� ou �� soliton noir�� �� ���
� en optique� car il correspond �a un creux d�amplitude
dans l�onde porteuse� accompagn�e d�une variation de phase� Cependant� il semble di�cile
d�obtenir exp�erimentalement de tels solitons car cela imposerait de construire un �emetteur
qui devrait envoyer un signal de forte amplitude avec une modulation importante� La pre�
mi�ere condition suppose que l�on soit �a une r�esonance et la deuxi�eme que l�amortissement de
l��emetteur soit su�sant pour qu�un transitoire ne subisse pas de d�eformation� Ces propri�et�es
sont en un certain sens contradictoires et un bon compromis semble di�cile �a atteindre�

En�n� terminons ce paragraphe en signalant quelle forme g�en�erale prend l��equation r�egis�
sant la dynamique de la cha��ne dans le cas o�u aucune approximation n�est faite� En faisant
les changements de variables

ui�t� � ��i� xi�t� et � � t

r
k

m
� �IV���

les Eqs� �IV�	� s��ecrivent alors

d�ui
d��

� �ui � ui���
p � �ui�� � ui�

p avec p � 	�� � � � 
 i 
 N � � � �IV���

o�u ui repr�esente maintenant le d�eplacement absolu �ou total� du centre de la i
eme masse par
rapport �a sa position qu�elle aurait si la cha��ne n��etait soumise �a aucune force statique� Les
Eqs� �IV��� ont �et�e trouv�ees sans aucune approximation et constituent le syst�eme d��equations

�� Ces probl
emes concernent l	�etude des propri�et�es dynamiques d	un r�eseau discret avec un potentiel d	in 
teraction entre plus proches voisins comprenant un terme harmonique et des termes anharmoniques�

�� Ces modes impliquent typiquement quelques sites du r�eseau �� �� et peuvent poss�eder des fr�equences
sup�erieures 
a la fr�equence de coupure des phonons�

�� Le mouvement du centre de la i�eme masse r�esulte de la modulation lentement variable en espace et en
temps d	une phase discr
ete� variant 
a l	�echelle d	une maille du r�eseau�

��� Par exemple� pour un �� soliton gris ��� les e�ets de discretisation sont atteints facilement car plus son
amplitude est grande� plus il est �etroit�

��� Le soliton noir est un type de �� solitons gris �� dont l	amplitude est exactement nulle au centre du soliton�

���



exactes de d�epart de notre probl�eme� Le membre de droite des Eqs� �IV��� ne contient aucun
terme lin�eaire� ce qui est atypique des �equations d�ecrivant les syst�emes m�ecaniques� Cepen�
dant� de nombreuses situations aboutissent �a ce type d��equation avec p entier � par exemple�
p � 	� pour un �ecoulement d�un m�elange successif de liquide et de gaz �� ne r�eagissant pas
chimiquement entre eux ����� ��
� ou pour une cha��ne de masses� reli�ees par des ressorts
lin�eaires� ne pouvant se mouvoir que dans la direction transversale ���
� ����� En restant dans
le domaine discret spatialement� ces �equations� avec p � � entier� peuvent se ramener au
probl�eme FPU �voir ci�dessus�� tandis que pour un exposant p non entier� les Eqs� �IV��� ne
sont pas int�egrables� Bien �evidemment� ce type d��equation se pr�ete fort bien au passage �a la
limite continue quelque soit p entier ����� ou non entier ���	� �����

IV�� Dispositif exp�erimental

Le dispositif exp�erimental est repr�esent�e sur la Fig� �IV�	�� Le syst�eme �etudi�e est une
cha��ne de �� billes identiques en acier inoxydable ��� chacune de 
 mm de diam�etre et de
rugosit�e maximum 
� 
� �m� La tol�erance sur le diam�etre et la sph�ericit�e de chaque bille est
respectivement �� �m et �� �m� Les propri�et�es physiques de ces billes se trouvent dans le
tableau p� ��� La cha��ne de billes est con�n�ee �a l�int�erieur d�un b�ati en Te�on ��� mat�eriau
poss�edant une densit�e �elev�ee et un module d�Young faible �cf� le tableau p� ���� Ces deux
propri�et�es conduisent �a ce que la vitesse du son �a l�int�erieur du Te�on soit tr�es inf�erieure
�a la vitesse des ondes lin�eaires ou non lin�eaires observ�ees exp�erimentalement �� au x �IV���
et �IV���� L�observation des ondes se propageant �a l�int�erieur de la cha��ne de billes n�est
donc pas perturb�ee par des ondes qui se propageraient plus rapidement �a l�int�erieur du b�ati�
Par ailleurs� les propri�et�es autolubri�antes du Te�on permettent de diminuer une des causes
�eventuelles de dissipation� Ce b�ati en Te�on est constitu�e de deux parties� chacune de 	
 mm

de haut� �
 mm de large et �

 mm de long� La partie inf�erieure poss�ede �a sa surface une
gorge rectiligne de section carr�ee de 
 mm de c�ot�e qui contient les billes� La force statique F�
est mesur�ee �a l�aide d�un dynamom�etre FD��� dans la gamme 
���
 N avec une pr�ecision de
�� N �

Trois capteurs de force dynamique Dytran �
�
V	� de sensibilit�e ��� � mV�N � sont main�
tenus� perpendiculairement �a l�axe de la cha��ne �a l�aplomb de la �
eme� ��
eme et ��
eme bille�
Ce dispositif permet de mesurer la vitesse de l�onde par temps de vol� mais ne donne pas
acc�es au pro�l de l�onde� En e�et� chaque capteur est sensible �a la d�eformation transverse ��

de la bille qui est reli�ee� de fa�con relativement compliqu�ee� �a la force exerc�ee sur la bille par
ses deux voisines dans la direction de propagation de l�onde �voir la Ref� ������� En outre�
chaque capteur n�est sensible qu��a des variations dynamiques� Le pro�l de l�onde est obtenu �a
l�aide d�un quatri�eme capteur de force dynamique Dytran �
�
V�� de sensibilit�e �� � mV�N �
pla�c�e �a l�une des extr�emit�es de la cha��ne paral�ellement �a son axe� Dans cette con�guration�
la force mesur�ee par ce capteur est reli�ee� d�une mani�ere assez simple� �a l�onde de d�efor�
mation qui se propage le long de la cha��ne �voir l�Eq� �IV�	���� Tous les capteurs sont des

��� Le gaz �etant pr
es du point critique thermodynamique�
��� Cet acier inoxydable AFNOR de norme Z ��� C �� est un alliage constitu�e de �� 
a ��� de chrome� plus

de �� de mangan
ese� de silicium et de carbone et �� � 
a �� �� de molybd
ene�
��� Le Te!on est le nom de marque du PTFE �PolyT�etraFluoroEthyl
ene��
��� La vitesse de ces ondes est sup�erieure 
a ��� m�s tandis que la vitesse du son dans le Te!on est environ

de ��� m�s�
��� Perpendiculairement 
a la direction de propagation de l	onde�

���



transducteurs pi�ezo�electriques �a ampli�cateur de charge int�egr�e� n�ecessitant seulement une
alimentation �electrique stabilis�ee� Comme le montre la Fig� �IV�	�� les capteurs sont reli�es
�a un oscilloscope digital Tektronix TDS��
� appropri�e pour l�observation d�impulsions non
r�ep�etitives� Les signaux issus des capteurs de force peuvent �etre transf�er�es sur un ordinateur
pour des analyses suppl�ementaires permettant par exemple de comparer le pro�l exp�erimental
de l�onde avec le pro�l th�eorique �voir le x �IV�����

Les trois capteurs perpendiculaires �a l�axe de la cha��ne sont viss�es �a l�int�erieur de supports
en laiton� Nous pouvons contr�oler le couple de serrage �a l�aide d�une cl�e dynamom�etrique
Facom R	
�DA �	� Le dernier capteur est centr�e sur l�axe de la cha��ne� sa surface de contact
�etant normale �a cet axe� Il est viss�e �a l�int�erieur d�un cylindre massif de laiton de la m�eme
fa�con que pr�ec�edemment� En outre� ce cylindre en laiton est guid�e le long de l�axe de la cha��ne�
a�n de permettre le d�eplacement du capteur de force� requis pour imposer la force statique� Le
dynamom�etre peut alors comprimer le cylindre a�n d�exercer une force longitudinale F� sur
la cha��ne� Cette pression n�est cependant pas permanente et peut �etre interrompue si aucune
force statique n�est n�ecessaire� Ce dispositif� de m�eme que celui permettant le d�eplacement
de l��emetteur dans trois directions perpendiculaires� n�est pas repr�esent�e sur la Fig� �IV�	��

F0

Teflon

Alimentation

Oscillo
scope

Ordinateur

Capteur
Force

Capteur
Force F(t) Emetteur

de
vibrationsC

ap
te

ur
Fo

rc
e

Fig� IV�	 � Sch�ema du dispositif exp�erimental� L
�echelle n
est pas respect�ee� Seulement deux
des capteurs pla�c�es perpendiculairement �a la cha��ne ont �et�e repr�esent�es� Deux appareils m�e�
caniques� qui n
apparaissent pas sur ce sch�ema� permettent un d�eplacement de l
�emetteur de
vibration dans trois directions perpendiculaires ainsi qu
un d�eplacement longitudinal �c���a�d�
parall�ele �a l
axe de la cha��ne
 du dynamom�etre� Voir le corps du texte et la Fig� �IV��
 pour
la description des di��erents �emetteurs utilis�es�

��� La gamme d	utilisation de cette cl�e est de � 
a �� N �m et est gradu�ee tous les �� � N �m�

���



L��emetteur est constitu�e� en r�egime lin�eaire� par une c�eramique pi�ezo�electrique ��� tandis
que nous avons construit un �emetteur �a impact pour obtenir des ondes de grandes amplitudes�
Les c�eramiques utilis�ees �P� 
� de Quartz et Silice� sont des plaques en titanate�zirconate
de plomb de �
� �
 mm� d��epaisseur �	 mm et ont une fr�equence de r�esonance de ��
 kHz

environ� A�n d�envoyer dans la cha��ne de billes des ondes de compression de grande amplitude�
nous avons construit un �emetteur �a impact qui est sch�ematis�e sur la Fig� �IV���� Une bille
pla�c�ee �a l�int�erieur d�un cylindre en duralumin se d�eplace librement entre la premi�ere bille
de la cha��ne et un piston en duralumin solidaire d�un vibreur �electromagn�etique Br�uel %
Kj-r �

�� L�al�esage du cylindre a �et�e soigneusement ajust�e et un ori�ce a �et�e per�c�e dans le
cylindre pour �evacuer l�air et ainsi r�eduire le frottement de l�air sur la bille� au cours de son
mouvement� Lorsque le piston oscille� la bille mobile entre en collision successivement avec le
piston et la premi�ere bille de la cha��ne� Lorsque la longueur �� que parcourt la bille mobile
entre deux collisions successives� est de quelques millim�etres �� et la fr�equence de vibration du
piston est comprise entre �
 et ��
 Hz� il y a un accrochage entre le mouvement de la bille
et celui du piston � la bille mobile oscille ind�e�niment entrant en collision avec la premi�ere
bille de la cha��ne �a chaque p�eriode du vibreur� Pour d�autres conditions� les mouvements de
la bille sont en g�en�eral d�esordonn�es et chaotiques�

Vibreur

A

A'

Teflon Duralumin

F0

(a) (b)

Fig� IV�� � �a
 Sch�ema de l
�emetteur �a impact� La bille impactante �voir le Tab� �IV��
 pour
ses caract�eristiques
 se d�eplace librement� �a l
int�erieur d
un cylindre creux en duralumin�
entre la premi�ere bille de la cha��ne et un piston anim�e d
un mouvement sinuso��dal par un
vibreur �electromagn�etique� �b
 Section transverse du cylindre le long du plan AA� normal �a
son axe� Ce dessin souligne la pr�esence d
un ori�ce permettant une rapide �evacuation d
air et
ainsi de r�eduire consid�erablement le frottement de l
air sur la bille� En r�egime permanent� cet
appareil envoie p�eriodiquement dans la cha��ne de billes des impulsions non lin�eaires quasiment
identiques avec une p�eriode correspondant �a celle du mouvement du piston�

��� D�ecouvert en ���� sur le quartz� par les fr
eres Curie� l	e�et pi�ezo�electrique direct est la propri�et�e que
pr�esentent certains corps de se charger �electriquement lorsqu	ils sont soumis 
a une contrainte m�ecanique�
Lippmann pr�evoit� en ����� l	e�et inverse � un champ �electrique provoque une d�eformation m�ecanique du
mat�eriau �dilatation ou contraction selon le sens du champ��

��� � � � � �� mm� pour une bille en carbure de tungst
ene de � mm de diam
etre�

��




Puisque la dur�ee de collision est tr�es courte ��� typiquement �
 �s� une grande quantit�e
de mouvement peut �etre transf�er�ee �a la cha��ne de billes� jusqu��a ��

 N pour l�amplitude
maximale de l�onde �voir le x �IV����� En r�egime permanent� la p�eriode des collisions suc�
cessives est la m�eme que celle des oscillations du piston� Elle est beaucoup plus grande que
la dur�ee d�une collision et que le temps mis par l�onde pour voyager jusqu��a l�autre extr�e�
mit�e de la cha��ne� qui ne d�epasse pas � ms dans le cas le plus d�efavorable� L�onde est ainsi
compl�etement amortie� entre deux impacts successifs� principalement �a cause du tr�es faible
c��cient de r�e�exion au d�ebut de la cha��ne ��� Par cons�equent� deux impulsions cons�ecutives
n�interagissent pas� La quantit�e de mouvement transf�er�ee au cours de l�impact cro��t avec l�am�
plitude des oscillations du piston� leur fr�equence� la distance � parcourue par la bille mobile�
les c��cients de restitution pour les deux impacts ressentis par la bille mobile et la densit�e
du mat�eriau constituant cette derni�ere� Bien que strictement empirique� un choix judicieux
de ces param�etres permet d�obtenir l�amplitude d�esir�ee de l�excitation que l�on voudrait faire
propager �a l�int�erieur de la cha��ne de billes� Dans la plupart des cas� la bille mobile utilis�ee
est une bille en carbure de tungst�ene� de 
 mm de diam�etre et de masse � g� poss�edant un
c��cient de restitution �elev�e� Cependant� nous avons utilis�e d�autre billes impactantes dont
leurs caract�eristiques sont regroup�ees dans le Tab� �IV����

Mat�eriau Diam�etre �mm� Masse �g�

Carbure de tungst�ene 
 	� ��

Carbure de tungst�ene �� �	� ��

Bronze 
 �� 		

Acier Inoxydable 
 �� 
�

Duralumin 
 
� ��

Tab� IV�� � Caract�eristiques des di��erentes billes impactantes utilis�ees au cours des exp�e�
riences� Les mat�eriaux constituants les billes sont �enum�er�es par ordre �qualitativement
 d�e�
croissant de leur c��cient de restitution� La bille en carbure de tungst�ene de 
 mm de dia�
m�etre est la plus fr�equemment utilis�ee� Cette diversit�e de billes impactantes permet d
envoyer
dans la cha��ne de billes des excitations d
amplitude tr�es vari�ee�

IV�� Approximation lin�eaire � �� le vide sonique ��

IV�	�� Analyse th�eorique du r�egime lin�eaire

On suppose que le d�eplacement relatif dynamique� jxi � xi��j� est tr�es inf�erieur au d�epla�
cement statique� ��� c���a�d� que jxi � xi��j��� � �� Chaque terme du membre de droite des

��� Cette dur�ee est cependant su�samment importante pour que l	approximation quasi statique reste valable
�voir le x �IV�����

��� En e�et� la premi
ere bille de la cha��ne est en contact avec l	air� milieu d	imp�edance acoustique tr
es
di��erente de celle de l	acier� Par contre 
a l	autre extr�emit�e de la cha��ne� le c��cient de re!exion est tr
es grand�
C	est� par cons�equent� le second aller�retour qui n	a pas lieu�

���



Eqs� �IV�	� s��ecrit alors� en utilisant un d�eveloppement limit�e�

�
�� xi � xi��

��

����

�

�
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�

�
xi � xi��

��
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�
xi � xi��

��

��

' ���

�
� � 
 i 
 N � � �

�IV���

En ne tenant compte que des termes lin�eaires en xi et en n�egligeant les termes d�ordres
sup�erieurs� les Eqs� �IV�	� se r�eduisent �a

d�xi
dt�

�
K
m

�xi�� ' xi�� � �xi� avec K �
	

�
k
p
�� � � 
 i 
 N � � � �IV�
�

qui est l��equation habituelle d�une cha��ne de masses ponctuelles identiques reli�ees par des
ressorts lin�eaires identiques de raideur K� En utilisant l�Eq� �IV���� on note que cette raideur
d�epend de la force de compression statique F� et que de plus�

K �

�
���
�F�

���
� �IV���

En utilisant les notations complexes et en cherchant des solutions de l�Eq� �IV�
� sous formes
d�ondes propagatives du type

xi � Aej
�Riq��t� ' c�c� � �IV��
�

o�u j� 	 ��� c�c� d�esigne le complexe conjugu�e du �er terme et A l�amplitude de l�onde
de pulsation � et de nombre d�onde q� on retrouve la relation de dispersion habituelle� en
reportant l�Eq� �IV��
� dans l�Eq� �IV�
��

� � �

r
K
m
j sinRqj � �IV����

La variation de � en fonction de q est repr�esent�ee sur la Fig� �IV���

ω

Rq0

ωc=2πfc

π/2

Fig� IV�� � � en fonction de Rq� La r�egion o�u q � ��R soit 	� R correspond �a l
approxima�
tion continue et dans ce cas � � qcs� �c d�esigne la pulsation de coupure du r�eseau et 	 	 ��q�
la longueur d
onde�

��




On d�eduit de l�Eq� �IV���� et de la Fig� �IV���� la fr�equence de coupure fc du r�eseau�
au�del�a de laquelle une onde de fr�equence f � fc ne se propage plus�

fc �
�

�

r
K
m

�
�

�

r
	

�m
k���F

���
� � �IV����

En outre� on d�eduit de l�Eq� �IV���� la vitesse de propagation des ondes de grande longueur
d�onde� c���a�d� la vitesse du son cs dans le r�eseau���

cs 	 lim
q��

�

q
� �R

r
K
m

�

r
�

m
Rk���F

���
� � �IV��	�

On notera que la vitesse du son cs et la fr�equence de coupure fc d�ependent toutes deux de

la compression statique comme F
���
� � Le r�esultat simple de l�Eq� �IV��	�� bien que d�ej�a connu

�voir par exemple la Ref� �
���� fait appara��tre un ph�enom�ene remarquable pour F� � 
 � la
vitesse du son s�annule� et par cons�equent� les ondes acoustiques lin�eaires ne se propagent
plus dans le syst�eme, Nesterenko ���� appelle ce r�egime celui du �� vide sonique �� �sonic
vacuum�� Cependant� il a montr�e que des ondes fortement non lin�eaires peuvent se propager
dans le syst�eme� m�eme lorsque les billes sont en contact� mais ne sont soumises �a aucune force
statique� c���a�d� lorsque F� � 
 N � Nous reviendrons sur ce ph�enom�ene au x �IV����

IV�	�� R�esultats exp�erimentaux en r�egime lin�eaire

La �gure �IV��� pr�esente les r�esultats sur l��evolution de la fr�equence de coupure �Figs� �IV�
�a� et �IV��c�� voir l�Eq� �IV����� et de la vitesse du son �Figs� �IV��b� et �IV��d�� voir l�Eq�
�IV��	�� avec la force statique appliqu�ee� Pour les billes d�acier utilis�ees dans l�exp�erience�
si F� est exprim�ee en N � les valeurs th�eoriques sont� d�apr�es les Eqs� �IV����� �IV��	� et le

tableau p� ��� fc � ��� ��F
���
� kHz et cs � �

� F

���
� m�s� L�accord th�eorie exp�erience est

excellent� ce qui n�est pas surprenant mais constitue un test de notre dispositif exp�erimental�
Un deuxi�eme test est de remplacer toutes les billes en acier de la cha��ne par des billes en verre�
Pour ces billes� les valeurs th�eoriques sont� d�apr�es les Eqs� �IV����� �IV��	� et le tableau p�

��� fc � �
� 
� F
���
� kHz et cs � ���� F

���
� m�s�

Les mesures de vitesses ont �et�e e�ectu�ees par la m�ethode dite �� de temps de vol ��� Le signal
envoy�e par le g�en�erateur de fonction �� �a la c�eramique pi�ezo�electrique est un train d�ondes de
� oscillations� chacune de fr�equence �
 kHz� �a comparer �a la fr�equence de coupure la plus
basse �pour F� � � N� de �� kHz� Ces signaux sont envoy�es tous les �

 ms� Le temps mis
par l�onde pour voyager jusqu��a l�autre extr�emit�e de la cha��ne �etant au minimum � ms� pour
F� � � N � l�onde est compl�etement amortie entre l��emission de deux trains d�onde successifs�
Par cons�equent� deux trains d�onde cons�ecutifs n�interagissent pas� Comme le signal envoy�e
est un paquet d�ondes d�extension en fr�equence non n�egligeable� il se peut que l��emetteur ne
r�eponde �a cette excitation qu�en ne propageant certaines fr�equences� majoritairement celles
proches des r�esonances de la c�eramique� Il est donc pr�ef�erable d�exciter la c�eramique avec un
signal poss�edant des variations temporelles moins brutales� c���a�d� un train d�ondes obtenu

��� Cette vitesse du son cs dans le r�eseau ne doit pas �etre confondue avec la vitesse des ondes acoustiques
longitudinales cl dans le mat�eriau constituant les billes�

��� Le g�en�erateur de fonction est un synth�etiseur multifonction HP����A permettant de cr�e�er des formes
d	ondes arbitraires�

���



en modulant une porteuse par une arche de sinuso��de� Ce type d�excitation� de m�eme que la
r�eponse de la c�eramique� sont repr�esent�es sur la Fig� �IV����
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Fig� IV�� � �a
 Evolution de la fr�equence de coupure fc� en KHz� en fonction de la force
statique F� appliqu�ee en N � pour un r�eseau de billes en acier� �b
 Evolution de la vitesse du
son cs� en m�s� en fonction de la force statique F� appliqu�ee en N � pour un r�eseau de billes
en acier� �c
 M�eme courbe qu
en �a
 pour un r�eseau de billes en verre� �d
 M�eme courbe qu
en
�b
 pour un r�eseau de billes en verre� Dans chacun des cas les symboles �� pour l
acier� ou
'� pour le verre� repr�esentent les points exp�erimentaux� la courbe en traits pleins la valeur
th�eorique� donn�ee dans le texte�

La mesure de la fr�equence de coupure du r�eseau a �et�e r�ealis�ee en envoyant �a l�int�erieur de
la cha��ne� via la c�eramique pi�ezo�electrique� soit une source de �� bruit blanc �BB� �� �Random
Noise�� soit un �� balayage sinuso��dal �BS� �� �Sweep Sine� fournit par l�analyseur de spectre
HP 	���A� La r�eponse en fr�equence du r�eseau est visualis�ee sur l�analyseur de spectre et cor�
respond au rapport �� entre le signal fr�equentiel envoy�e par l�analyseur et le signal fr�equentiel

��� La r�eponse en fr�equence H�f� de deux signaux temporels a�t� et b�t� est d�e�nie comme le rapport de
l	autospectre SAA�f� � A��f��A�f� du signal temporel a�t� sur le spectre crois�e SAB�f� � A��f��B�f� des
signaux a�t� et b�t�� o
u A�f� et B�f� sont les transform�ees de Fourier de a�t� et b�t�� et � indique le complexe

���



re�cu par le capteur en bout de cha��ne� L�amplitude ou la phase de la r�eponse en fr�equence
permet alors de d�eterminer la fr�equence de coupure fc� L�analyse� �a la fois en BB ou en BS�

permet d�obtenir la d�ependance attendue de fc avec F
���
� � Cependant� le c��cient de propor�

tionnalit�e entre fc et F
���
� est en tr�es bon accord avec la th�eorie lorsque l�on utilise le bruit

BS et est syst�ematiquement sup�erieur avec le bruit BB� Cela provient du fait que le bruit BB
fournit plusieurs fr�equences en m�eme temps et que le syst�eme r�epond �a ses modes propres
en m�eme temps� Il se peut que ces modes propres se couplent entre eux pour que le syst�eme
r�eponde en un mode de fr�equence sup�erieure ��� L�analyse en bruit BS permet de faire une
analyse fr�equence par fr�equence et �evite ainsi le couplage entre modes� C�est cette derni�ere
qui a �et�e utilis�e pour les courbes des Figs� �IV��a� et �IV��c��

Fig� IV�� � �a
 Exemple de pro�l de train d
onde envoy�e �a la c�eramique pi�ezo�electrique pour
les mesures de vitesse du son dans la cha��ne � une porteuse constitu�ee de �� arches de sinuso��de
chacune de fr�equence �
 kHz est modul�ee par une arche de sinuso��de de fr�equence � kHz�
�b
 R�eponse de la c�eramique �a l
excitation repr�esent�e en �a
� Sur les deux �gures� les �echelles
de temps en abscisse sont identiques� les �echelles d
amplitude en ordonn�ee �etant di��erentes�

En�n� il est connu que lorsqu�une onde plane arrive dans un milieu o�u elle ne peut se
propager� elle est absorb�ee sur une distance �nie L � c�est la �� distance d�absorption �� ou la
�� longueur de p�en�etration �� �voir l�annexe E�� Si L est de l�ordre de la taille de l�exp�erience� la
fr�equence de coupure mesur�ee appara��t alors plus grande que la fr�equence de coupure r�eelle du
milieu� Cependant� comme il l�est montr�e dans l�annexe E� lorsque L est de l�ordre de �
 cm�
cet e�et est n�egligeable puisque la fr�equence de coupure r�eelle du milieu appara��t augmenter
de � Hz seulement�

conjugu�e�
��� Par exemple� par couplage non lin�eaire de deux modes�

��	



IV�	 Approximation fortement non lin�eaire � les ondes soli�

taires

IV���� Analyse th�eorique de Nesterenko

Le comportement du syst�eme dans la limite fortement non lin�eaire a �et�e �etudi�e th�eori�
quement par Nesterenko ����� Par souci de clart�e et de r�ef�erences ult�erieures �a certaines de
ses �equations� nous r�esumons ci�dessous son analyse qui se trouve dans la Ref� ����� De plus�
les passages �� obscurs �� de son article sont d�evelopp�es en d�etail ici� de m�eme que certaines
conclusions qui n�apparaissent pas dans la Ref� �����

Le limite fortement non lin�eaire des Eqs� �IV�	� correspond au cas o�u le d�eplacement
relatif dynamique� jxi � xi��j� est tr�es sup�erieur au d�eplacement statique� ��� c���a�d� que
jxi � xi��j��� � �� Pour all�eger les notations� les �equations �IV�	� s��ecrivent

d�xi
dt�

�
k

m

h
�xi�� � xi�

���� �xi � xi���
���

i
� � 
 i 
 N � � � �IV����

o�u xi repr�esente maintenant le d�eplacement total �� du centre de la i
eme bille par rapport
�a la position qu�il occuperait si la cha��ne n��etait soumise �a aucune force statique� Comme
il l�a �et�e soulign�e dans le x �IV�	�� ce type d��equation ne peut �etre r�esolue analytiquement
en tenant compte �a la fois des e�ets non lin�eaires et du caract�ere discret du r�eseau� Dans
ce paragraphe� on s�int�eresse principalement aux e�ets fortement non lin�eaires et il est par
cons�equent n�ecessaire pour la suite de l�analyse de se placer dans une approximation de type
continue� Dans la limite continue� lorsque la taille caract�eristique / des perturbations est
suppos�ee tr�es sup�erieure au rayon R d�une bille� on peut �ecrire��

� xi�t� � x��Ri� t� � x�l� t� �

xi���t� � x��R�i� ��� t� � x�l � �R� t� �
�IV����

o�u l repr�esente l�abscisse le long de la cha��ne� c���a�d� la variable spatiale qui est maintenant
une variable continue� Il existe donc quatre �echelles spatiales pour ce probl�eme � / � l �
R� x� ��� L�approximation fortement non lin�eaire signi�e alors que j�x��lj � �����R�� x
repr�esente maintenant le d�eplacement total �	 du centre de la bille par rapport �a la position l

qu�il occuperait si la cha��ne n��etait soumise �a aucune force statique� Utilisons le d�eveloppement
de Taylor�

xi���t� � x�l� �R� t� � x� �R
�x

�l
' �R��

�x

�l�
� �R�

	

��x

�l�
'

�R�

	

��x

�l�
' ��� � �IV����

o�u x 	 x�l� t�� On posera� dans la suite� xl 	 ��x��l� et xt 	 ��x��t� pour all�eger les
expressions� En ins�erant ce d�eveloppement dans l�Eq� �IV���� et en utilisant le d�eveloppement
limit�e

�� ' X ���� � � '
	

�
X '

	



X � � �

��
X � ' ��� avec X � � � �IV����

��� Y compris le d�eplacement d�u 
a la d�eformation statique�
��� Y compris le d�eplacement d�u 
a la d�eformation statique�

���



on obtient alors

xtt � C�
�
	

�
xll
p�xl ' R�

�
xllll

p�xl � R�xllxlll
�
p�xl � R�

��

�xll�
�

��xl����
�
� �IV��
a�

�xl � 
 � C� 	 k

m
��R���� � �IV��
b�

Les trois derniers termes du membre de droite de l�Eq� �IV��
a� sont d�ordre �R�/�� par
rapport au premier et les termes d�ordre sup�erieur ont �et�e omis�

On cherche des solutions en ondes progressives de vitesse V � qui sont donc de la forme
x�� 	 l � V t�� o�u V reste �a d�eterminer ( en posant � 	 �xl � �x� et en se pla�cant dans le
r�ef�erentiel de l�onde� on obtient� �a partir de l�Eq� �IV��
��

V �

C� �� �
	

�
��

p
� '

R�

�

�������p
�

� R�

��

��
�

����
� �IV����

En e�ectuant le changement de variable

� � z��� � �IV��
�

le dernier terme du membre de droite de l�Eq� �IV���� s��elimine� et l�Eq� �IV���� se met sous
la forme

V �

C�
z�

z
�

���z�
� ���

�
z
�
�

�
�

�
	

�
z
�
� z���z�

� ���
�
z
�
�

�
�

'
R�

�

�
�

�

z�z��

z
�

�

' z
�
� z���

�
� �z ��

z
�
� z��

�
�

�IV����

Chaque terme peut ainsi s�int�egrer une fois par rapport �a � et l��equation peut se mettre sous
forme adimensionn�ee en posant

z �

�
V

C
��

y � � �

r
�

�
R� � �IV����

et le r�esultat �nal s��ecrit alors de fa�con particuli�erement simple

y		 � � d

dy
W �y� � avec W �y� � ��



y��� '

�

�
y� 'Dy��� et y � 
� �IV��	�

o�u D est une constante d�int�egration qui est �x�ee par les valeurs du champ ���� et de sa
d�eriv�ee pour � � ��� Par la suite� nous verrons que si l�on cherche des solutions localis�ees�
les conditions aux limites du probl�eme seront telles que 
 
 D 
 ����� En multipliant les
deux membres de l�Eq� �IV��	� par y	 et en int�egrant par rapport �a �� l��equation devient

�

�
y�	 'W �y� � Et � �IV����

o�u Et est une autre constante d�int�egration�
A�n de conna��tre les solutions g�en�erales de l�Eq� �IV��	�� il est pr�ealablement n�ecessaire

de d�eterminer les positions d��equilibre de W �y� tels que y		 � 
� c���a�d� les extrema de W �y�
en annulant sa d�eriv�ee premi�ere� L��etude du signe de la d�eriv�ee seconde de W �y� en ces points
permet alors de conna��tre leur stabilit�e� c���a�d� si ce sont des maxima ou des minima� Une

���



telle �etude est r�esum�ee dans le Tab� �IV��� tandis que la Fig� �IV�
� montre l�allure de la
fonction W �y� pour di��erentes valeurs de D�

Valeur de D �� 
 ���� '�z �� � z �� �
Extrema de W �y� � minimum � minimum

� pt sing�
� minimum
� maximum

� pt in�ex� 
 extremum

Solution born�ee de
l�Eq� �IV��	�

ONLP pour Et 
 
 ONLP OS 
 solutions born�ees

Tab� IV�� � Etude des extrema et des solutions born�ees de l
Eq� �IV���
 en fonction de
la valeur du param�etre D� ONLP signi�e Ondes Non Lin�eaires P�eriodiques et OS Ondes
Solitaires� Un point est dit singulier si la d�eriv�ee seconde de W �y� en ce point n
est pas d�e�nie�
Un point d
in�exion est un point o�u la d�eriv�ee premi�ere de W �y� s
annule sans changer de
signe�
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Fig� IV�
 � Allure de la fonction W�y
 d
Eq� �IV���
 pour di��erentes valeurs de D� Les
valeurs de D sont repectivement pour les courbes de bas en haut D � 
� � � ���� � ���� et 
� ��
Pour D � ����� le minimum et le maximum coincident�

���



Une analogie m�ecanique �� du probl�eme de propagation d�onde appara��t alors manifes�
tement et permet de comprendre qualitativement l�apparition de solutions ondes solitaires�
L��equation �IV��	� est en e�et l��equation du mouvement d�une particule ponctuelle de masse
unit�e� de �� position �� y� soumise �a une force d�erivant du �� potentiel �� W �y�� � jouant le r�ole
du temps� Pour 
 
 D 
 ����� W �y� pr�esente deux extrema� le maximum �etant �a la position
y� � 
 et le minimum �a la position y� � y�� Pour ces valeurs de D� la courbe W �y� �a la
forme repr�esent�ee sur la Fig� �IV��
a�� La forme de l��energie potentielle W �y� au voisinage de
y� fait que� dans le cadre de l�analogie m�ecanique� la particule met un �� temps �� in�ni pour
tomber du point y� si son �� �energie �� est Et � E�� La trajectoire partant et aboutissant en
y� est parcourue une seule fois lorsque le �� temps �� d�ecrit un intervalle complet �� 
 � 
��
ce qui correspond dans le contexte des ondes �a une solution de type onde solitaire �voir la Fig�
�IV��
c��� Ainsi� d�apr�es cette analyse� l�abscisse y� du maximum du potentiel est la valeur
prise par y lorsque � � ��� Ainsi� l�onde solitaire a une amplitude y� �a � � �� et une
amplitude maximale ym d�e�nie par

W �ym� � W �y�� � �IV����

En reprenant ce type d�analyse pour D 
 
 et D � ���� et aux vues des �� potentiels ��

tra�c�es sur la Fig� �IV�
�� on obtient les solutions possibles de l�Eq� �IV��	� pour ces valeurs
de D� Les solutions born�ees de cette �equation� issues de l�analogie m�ecanique� sont alors
regroup�ees dans le Tab� �IV��� en fonction de la valeur de D� Nous nous focaliserons dans
la suite au cas des solutions localis�ees de type onde solitaire� c���a�d� avec les conditions aux
limites suivantes � pour � � ��� la valeur des champs � et �� sont tels que � � �� et
�� � 
� Ces conditions impliquent alors d�avoir D tel que 
 
 D 
 �����

Lorsque l�on cherche les solutions non nulles de l��equation dW �y��dy � 
� il est facile de
voir qu�en posant X � y���� cette �equation se ram�ene �a une �equation polynomiale du 	�eme

degr�e en X � Pour 
 
 D 
 ����� toutes les racines sont r�eelles distinctes� En revenant �a la
variable d�origine y� une des solutions devient imaginaire� et les deux autres donnent alors les
expressions analytiques du minimum y� et du maximum y� de W �y� en fonction de D

y� �

�
	D

�

���� �
cos

�
0

	

������
� �IV���a�

y� �

�
	D

�

���� �
cos

�
0

	
'

��

	

������
� �IV���b�

avec cos0 	 �
r

��D

�
� �IV���c�

L��evolution de ces extrema en fonction de D est repr�esent�ee sur la Fig� �IV����

��� Ce type d	analogie est extr
emement f�econd �voir par exemple le x �II���� et donne lieu 
a une m�ethode
d	analyse des �equations aux d�eriv�ees partielles non lin�eaires� la m�ethode de l�espace des phases� Pour plus de
d�etails� on pourra consulter la Ref� 
�����

���
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Fig� IV�� � Evolution du minimum y� �en points noirs � Eq� �IV���b

 et du maximum y�
�en traits pleins � Eq� �IV���a

 de W �y� en fonction de D�
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Fig� IV��
 � �a
 Graphe de la fonction W �y� dans le cas 
 
 D 
 ����� illustrant l
analo�
gie m�ecanique entre les solutions de l
Eq� �IV���
 et le mouvement d
une particule de masse
unit�e dans le potentiel W �y�� Deux mouvements possibles de la �� particule �� � si son �� �ener�
gie �� est celle du maximum local� E� � W �y��� la �� particule �� va de y� �a ym telle que
W �ym� � W �y�� en un �� temps �� in�ni � cette �� trajectoire �� correspond �a une solution onde
solitaire de l
Eq� �IV���
� Si son �� �energie �� est Ep 
 E�� la particule va de yp� �a yp� en un
�� temps �� �ni � cette �� trajectoire �� correspond �a une solution de type onde p�eriodique non
lin�eaire de l
Eq� �IV���
� Si Et � E�� il n
existe pas de solutions born�ees� �b
 Repr�esentation
des �� trajectoires �� de �a
 dans le plan de phase ��� position �� y� �� vitesse �� y	
 � la trajectoire
qui tourne en un �� temps �� �ni autour de la position d
�equilibre stable y� correspond �a l
onde
p�eriodique non lin�eaire �courbe en traits pointill�es
� alors que l
orbite homocline �courbe en
traits pleins
� qui pr�esente un point anguleux en y�� correspond �a l
onde solitaire� �c
 Allure
de l
onde solitaire� obtenue par int�egration num�erique de l
Eq� �IV���
 correspondant au mou�
vement d
une particule d
�energie E�� �d
 Allure de l
onde p�eriodique non lin�eaire� obtenue par
int�egration num�erique de l
Eq� �IV���
 correspondant au mouvement d
une particule d
�ener�
gie Ep� Les param�etres utilis�es pour tra�cer les courbes �a�c
 sont D � 
� �	� � E� � 
� 
��
�c���a�d� y� � 
� ��
 et ym � �� 

�
� et Ep � 
� 

� �c���a�d� yp� � 
� 	�� et yp� � 
� ���
�

Attardons nous maintenant au cas o�u D � 
� Les conclusions ci�dessus concernant l�exis�
tence de solution onde solitaire ne sont alors plus valables� En e�et� dans ce cas� il existe
un point singulier y� � 
 et un minimum y� � � du potentiel W �y�� La stabilit�e d�un
point singulier n��etant pas d�e�nie� des solutions ondes solitaires ne peuvent alors exister pour
Et � E� � 
� Cependant� il existe pour Et � E� � 
 une solution onde non lin�eaire p�erio�
dique dont l�amplitude oscille autour de y� � � et est comprise entre y� � 
 �son amplitude
minimale� et ym �son amplitude maximale�� comme le montre la Fig� �IV��
�� En revenant

���



aux variables d�origines � et �� il est facile de montrer� �a partir de la quadrature de l�Eq�
�IV���� avec D � Et � 
� que l�expression analytique de l�onde non lin�eaire p�eriodique s��ecrit

���� �

�
�

�

�
V

C
��

��
cos�

�
�

R
p
�


�
� �IV����

Cette solution est cependant math�ematiquement singuli�ere �� car elle ne satisfait pas l�in�egalit�e
de d�epart � � �xl � �x� � 
 �voir l�Eq� �IV��
b��� En e�et� lorsque l�amplitude de l�onde est
minimale pour y� � 
 �voir la Fig� �IV��
d��� c���a�d� � � R

p
�
����� mod �� on a d�apr�es

l�Eq� �IV����� � � 
� Ce cas o�u D � 
 avec Et � 
� c���a�d� y� � 
� correspond physiquement
�a F� � 
 �cf� le d�ebut du x �IV������� D�un autre c�ot�e� il a �et�e montr�e ����� que ces ondes
non lin�eaires p�eriodiques sont stables vis �a vis de petites perturbations et ne peuvent alors
d�evelopper une modulation spontan�ee d�amplitude� c���a�d� l
instabilit�e modulationnelle� Ainsi�
on peut� peut��etre� s�attendre �a les observer dans la cha��ne de billes�
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Fig� IV��� � Evolution th�eorique de la force� en N � en fonction du temps� en �s� avec une
amplitude maximale de �

 N et pour une force statique� respectivement� de � N �courbe
en traits pleins � le pro�l de l
onde solitaire �etant d�etermin�e par l
Eq� �IV���

 et une force
statique nulle �courbe en traits pointill�es � le pro�l de l
arche de l
onde non lin�eaire p�eriodique
�etant d�etermin�e par l
Eq� �IV���

� La ressemblance entre ces deux courbes est remarquable�
La valeur de � N choisie est telle qu
elle corresponde approximativement �a la r�esolution de la
force statique d�elivr�ee par le dynamom�etre �voir x �IV��

�

Cependant� exp�erimentalement� il semble que les ondes solitaires existent aussi lorsqu�il
n�y a pas de force statique appliqu�ee �a la cha��ne de billes �voir la Ref� ���� ��� et le x �IV�������
Il serait� en e�et� tr�es surprenant qu�un changement qualitatif survienne soudainement lorsque
la force statique atteind sa valeur z�ero� puisque les ondes solitaires existent pour une force

��� Des solutions ondes non lin�eaires p�eriodiques existent� bien �evidemment� pour D � � dans la cas o
u
Et � � mais n	ont pas de forme analytique�

�	




statique in�niment petite� En outre� la forme th�eorique de l�onde solitaire avec une force sta�
tique tr�es faible est extr�emement similaire �a celle d�une arche de l�onde non lin�eaire d�Eq�
�IV����� comme le montre la Fig� �IV����� Ce comportement est con�rm�e par les simulations
de Nesterenko et Lazaridi ���� �

�� qui observent les m�emes propri�et�es pour une onde d�am�
plitude maximale de �

 N se propageant dans une cha��ne soumise soit �a une force statique
de � N ou �a aucune compression statique� De plus� la vitesse th�eorique de l�onde solitaire tend
aussi continuement vers sa limite� �a force statique nulle� comme nous le verrons au x �IV������
L�analyse th�eorique de ces ondes non lin�eaires p�eriodiques sera d�evelopp�ee au x �IV������ et
nous discuterons au x �IV���	� de leur possible observation exp�erimentale�

IV���� Extension de l�analyse th�eorique 
a une m�ethode de mesure

Cas de la force statique non nulle

Dans nos exp�eriences� nous pouvons mesurer la vitesse de l�onde� par la m�ethode des temps
de vols� et l��evolution temporelle de la force ressentie par le capteur situ�e �a l�extr�emit�e de la
cha��ne� La force statique F� appliqu�ee sur la cha��ne est mesur�ee �a l�aide du dynamom�etre�
Attardons nous un instant sur la signi�cation physique de � d�e�ni� au x �IV������ par � 	 �xl�
� repr�esente le gradient du d�eplacement total x �y compris celui d�u �a la d�eformation statique�
du centre d�une bille par rapport �a sa position l qu�il occuperait si la cha��ne n��etait soumise �a
aucune force statique� Supposons que l�on impose uniquement une force statique� Le rapport
du d�eplacement relatif ��� entre deux centres de sph�eres cons�ecutives� sur la distance �R� qu�ils
occupaient� permet d�obtenir la valeur de � en pr�esence de la force statique seule� c���a�d� pour
� � ��� En e�et� en utilisant l�Eq� �IV���� et � 	 �xl� on obtient

�� � x�l� �R� t�
��
t���

� x�l� t�
��
t���

� ��R�x

�l

����
t���

� �R�� � �IV��
�

o�u �� est la valeur de � pour t � ��� c���a�d� � � ��� L��equation �IV��� permet alors� �a
partir de la force statique F�� d�avoir acc�es �a cette distance de rapprochement

�� �
��
�R

�
�

�R

�
F�
k

����

� �IV����

En utilisant les changements de variables des Eqs� �IV��
� et �IV����� nous obtenons alors une
premi�ere relation entre les quantit�es inconnues y� et V

�� �

�
V

C
��

y���� � �IV�	
�

o�u l�on rappelle que la constante C ne d�epend seulement que des propri�et�es physiques du
mat�eriau constituant les billes� Tentons maintenant de d�eterminer une relation entre l�am�
plitude maximale ym de l�onde solitaire et sa valeur minimale y� en � � �� �voir la Fig�
�IV��
c��� L�amplitude maximale� ym� est une solution de l�Eq� �IV����� D�autre part� la d�e�
�nition de W �y� �etant donn�ee par l�Eq� �IV��	�� on voit que l�Eq� �IV���� est une �equation

alg�ebrique du ��eme ordre en y
���
m � ym � y� est bien �evidemment une des racines de cette

�equation et puisque dW�dyjy� � 
� cette racine est une racine double� Par cons�equent� nous

devons seulement r�esoudre une �equation alg�ebrique du 	�eme ordre en y
���
m � dont nous obtenons

explicitement �� la fonction ym�y��� L��evolution de cette fonction est alors tra�c�ee sur la Fig�

��� Nous n	exposons pas ici cette expression trop encombrante qui peut �etre retrouv�ee ais�ement 
a l	aide d	un
logiciel de calcul formel tel que Mathematica�
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�IV����� L�inconnue y� est ainsi donn�ee par

ym�y��

y�
�

�
�m
��

����

� �IV�	��

o�u �m est reli�e �a ym par les changements de variables des Eqs� �IV��
� et �IV�����

0 0.1 0.2 0.3
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Fig� IV��� � Evolution de ym en fonction de y�� Les variations de y� correspondent impli�
citement �a 
 
 D 
 ���� �voir la Fig� �IV��

�

Montrons� maintenant� que les mesures de la force statique et de la force maximale ressentie
par le capteur de force en bout de cha��ne su�sent pour avoir acc�es �a la valeur exp�erimentale
du rapport �m���� � est le gradient du d�eplacement total du centre de la bille� d�abscisse
l� et est la somme d�une constante� c���a�d� la valeur �a l��equilibre sous compression statique�
��� et d�une partie variant au cours du temps� )��t�� reli�ee �a la valeur de la force dynamique
mesur�ee par le capteur �voir l�Eq� �IV�	����

� � �� ' )��t� � �IV�	��

Dans la suite� nous mettrons en exposant les lettres �� �� sp �� sur les quantit�es relatives au
contact entre la derni�ere bille de la cha��ne et le capteur de force dynamique� d�abscisse l � lsp�
Pour tous les autres contacts� c���a�d� entre deux billes cons�ecutives� nous ne sp�eci�erons aucun
exposant de d�enomination� La force dynamique est mesur�ee via un contact entre une surface
plane et une sph�ere de rayon R� correspondant au contact entre le capteur et la derni�ere bille
de la cha��ne� contact di��erent de celui entre deux sph�eres identiques �voir le x �I�	����� Cette
di��erence implique alors� en utilisant les Eqs� �I����� �I��
�� �I��	� et �I����� que ��

�sp�t� �
��t�

����
� �IV�		�

��� �� sp �� signi�e sph
ere�plan�
��� Le capteur �etant recouvert d	acier inoxydable� il peut �etre assimil�e� dans son ensemble� comme �etant

constitu�e par le m�eme mat�eriau que celui des billes de la cha��ne� et ainsi� d	apr
es les Eqs� �I���� et �I�����
K � k

p
��

�	�



o�u �sp�t� correspond�� au d�eplacement dynamique entre le centre de la derni�ere bille de la
cha��ne et le capteur de force� sous l�e�et d�une force dynamique� En outre� la surface de contact
entre le capteur d�abscisse lsp est �a une distance R du centre de la derni�ere bille� et ainsi

�sp�t� � x�lsp �R� t�� x�lsp� t� � �R�x

�l

����
l�lsp

� R�sp � �IV�	��

Soit F �t� le signal� de valeur maximale Fm� donn�e par le capteur dynamique� La loi de Hertz
d�Eq� �I����� pour un contact sph�ere�sph�ere� permet alors d��ecrire

F �t� ' F� � k ���t� ' ���
��� � �IV�	��

En utilisant les Eq� �IV�	��� �IV�		�� �IV�	��� �IV�	�� et �IV����� la relation entre le signal
F �t�� donn�e par le capteur de force� et )��t� s��ecrit

)��t� �
�

�Rk���

n
��F �t� ' �F��

��� � ��F��
���

o
� �IV�	��

En utilisant les Eqs� �IV�	��� �IV�	��� et �IV����� on obtient alors l��equation donnant acc�es �a
la valeur exp�erimentale de �m�

�m
��

�
��Fm ' �F��

��� � ��F��
���' F

���
�

F
���
�

� �IV�	��

La connaissance de la force statique appliqu�ee F� ainsi que de la mesure de la force
maximale Fm ressentie par le capteur� donne acc�es� d�apr�es l�Eq� �IV�	��� �a la valeur du rapport
�m���� En introduisant cette valeur dans l�Eq� �IV�	��� qui est r�esolue num�eriquement�
a�n d�obtenir la valeur exp�erimentale de y�� nous trouvons une racine num�erique qui est
particuli�erement simple car nous savons qu�il existe une et une seule racine dans l�intervalle
y� � �
� ���	����� �voir les Figs� �IV��� et �IV������ Nous obtenons alors� d�apr�es les Eqs�
�IV���� et �IV�	
�� la vitesse V de la vitesse des ondes solitaires pr�evue par la th�eorie� qui
pourra �etre compar�ee �a celle observ�ee exp�erimentalement �voir le x �IV�������

En utilisant la vitesse du son cs des ondes lin�eaires �voir l�Eq� �IV��	��� les Eqs� �IV��
b�
et �IV����� l�Eq� �IV�	
� se r�e�ecrit

V

cs
�

r
�

	

�
y�

�
Fm
F�

��
����

� �IV�	
�

o�u l�on a soulign�e que y���� est une fonction du seul rapport Fm�F� �voir les Eqs� �IV�	�� et
�IV�	���� L�Eq� �IV�	
� montre alors que les mesures de vitesse� pour di��erentes forces sta�
tiques appliqu�ees� doivent se r�epartir sur une unique courbe� si les variables sont correctement
adimensionn�ees� Ceci est e�ectivement la cas exp�erimentalement� comme nous le verrons sur
la Fig� �IV��
��

La forme th�eorique de l�onde solitaire peut �etre calcul�ee gr�ace aux Eqs� �IV��
�� �IV����
et �IV�	��� cette derni�ere donnant aussi la relation entre � et F �t�� et s��ecrit alors

F �t� �
F�
�

������
�����

�
����
�
BB�
y

�
V t

R
p
���

�
y�

�
CCA

���

� � ' ����

�
����
���

� �

������
�����

� �IV�	��

��� ��t� �etant l	analogue de �sp�t� pour un contact sph
ere�sph
ere�

�		



o�u la fonction y��� est obtenue par une int�egration num�erique de l�Eq� �IV��	�� La forme de
l�onde solitaire pr�evue par l�Eq� �IV�	�� peut alors �etre compar�ee �a celle issue de l�observation
exp�erimentale� Ceci sera e�ectu�e au x �IV������ Il est �a noter que d�es l�instant o�u F� et Fm
sont connus� la forme th�eorique de l�onde solitaire ainsi que la valeur th�eorique de sa vitesse
sont obtenues sans l�aide d�aucun autre param�etre ajustable�

Cas de la force statique nulle

Ce cas est d�une certaine fa�con formellement plus simple que le pr�ec�edent� puisqu�il existe
une solution analytique �l�Eq� �IV����� �a l�Eq� �IV��	�� Cependant� la situation physique est
moins claire� et ce cas n�ecessite une discussion plus pouss�ee puisque la th�eorie pr�evoit une
propagation d�ondes non lin�eaires p�eriodiques plut�ot que d�ondes solitaires comme dans le cas
pr�ec�edent� En identi�ant la solution analytique de l�Eq� �IV���� avec la valeur �m donn�ee par
l�Eq� �IV�	�� et �IV�	�� dans le cas F� � 
� on obtient une relation explicite entre la vitesse
de l�onde et son amplitude maximale�

V jF��� � C
r

�

�

�

��R����

�
�Fm
k

����

� �IV��
�

La loi d��echelle entre V et Fm peut �etre comprise d�une fa�con simple� Gardons seulement
le terme de plus grand ordre dans l�Eq� �IV��
� ( nous obtenons alors

xtt � 	

�
C�xll

p�xl � xl � 
 � �IV����

qui est l��equation habituelle d�une onde se propageant avec une vitesse V d�ependante de son
amplitude selon V � C��xl����� L�interp�en�etration maximale �m entre deux billes soumises
�a une force F �t� qui est maximale en Fm est donn�ee par la loi de Hertz d�Eq� �IV��� en
changeant les indices 
 par m� En utilisant cette loi et le fait que �m � �m��R� on peut �ecrire
que ��xl� � �Fm�k�
�������R�� et ainsi

V

C � �

��R����

�
Fm
k

����

� �IV����

D�une fa�con plus g�en�erale� la vitesse d�epend �a la fois de la force statique F� et de la force
maximale Fm� et l�expression pr�ec�edente doit �etre alors modi��ee selon

V

C �
�

��R����

�
Fm
k

����

f

�
F�
Fm

�
� �IV��	�

o�u la fonction f ��� est simplement la fonction implicite d�etermin�ee par l�interm�ediaire des Eqs�
�IV�	��� �IV�	
� et �IV�	��� La formule d�Eq� �IV��
� impose que f�
� � ����

p
���� tandis

que la limite oppos�ee est fournie par l�Eq� �IV��	� stipulant� en utilisant la d�e�nition de C de

l�Eq� �IV��
b�� que lim
Fm��

F
���
m f �F��Fm� �

p
	��F

���
� �

Lorsqu�aucune force statique n�est appliqu�ee �a la cha��ne� l��equation �IV���� est exacte
�a une constante num�erique pr�es� Cette �equation traduit le fait que l�interaction de Hertz
entre deux billes adjacentes est responsable de la propagation de l�onde� et d�une fa�con plus
g�en�erale de toutes les ondes pouvant se propager dans ce type de milieu� Par exemple� la

�	�



m�eme loi d��echelle �� existe pour la vitesse d�une onde de d�eformation se propageant dans
une colonne de billes en contact �voir le Chap� III et notamment les x �III����� et �III�����

La d�ependance de la vitesse avec F
���
m est clairement con�rm�ee exp�erimentalement comme le

montre la Fig� �IV����� En outre� cela con�rme que les approximations �� conduisant �a l�Eq�
�IV��
�� d�ecrivant un mod�ele de masses ponctuelles reli�ees par des ressorts non lin�eaires� sont
aussi valables dans le r�egime non lin�eaire�

Bien que la limite F� � 
 soit singuli�ere pour la forme de l�onde� puisque math�ematique�
ment la solution onde solitaire dispara��t� la vitesse de cette onde tend de fa�con continue vers
l�expression de l�Eq� �IV��
�� En e�et� l�Eq� �IV��	� impose que ym�y� � 
� � �������� �voir
la Fig� �IV������ d�o�u nous d�eduisons la vitesse en fonction de �m �a l�aide des Eqs� �IV��
�
et �IV����� et �nallement comme une fonction de Fm gr�ace �a l�Eq� �IV�	��� conduisant ainsi
�a l�Eq� �IV��
�� Probablement� l�Eq� �IV��
� est une tr�es bonne approximation de la vitesse
des ondes solitaires en l�absence de force statique�

Dans cette limite F� � 
� la forme de l�onde solitaire� pr�evue par la th�eorie� est pr�ecis�ement
donn�ee par la forme d�une arche de l�onde non lin�eaire p�eriodique d�Eq� �IV���� �voir la Fig�
�IV���� et la discussion �a la �n du x �IV������ et s��ecrit� d�apr�es l�Eq� �IV��
� et �IV�	���

F �t� � Fm cos�
�
V jF��� t
R
p
�


�
� �IV����

��� En utilisant les Eqs� �IV���b�� �III���� et �I����� en changeant K par k dans cette derni
ere� on retrouve
la loi d	�echelle �IV�����

��� L	Eq� �IV���� a pour but de tronquer le nombre de non lin�earit�es�

�	�



IV�
 R�esultats exp�erimentaux en r�egime fortement non li�

n�eaire

IV���� Forme de l�onde pour une force statique non nulle

La Fig� �IV��	� montre l��evolution de la force d�elivr�ee par le capteur de force pendant un
temps tr�es long devant la dur�ee de l�impulsion� Cette impulsion correspond �a une onde de
compression� c���a�d� une onde solitaire �voir la l�egende de cette �gure�� qui exerce uniquement
un force positive sur le capteur de force� La pr�esence d�oscillations apr�es l�arriv�ee de l�impulsion
est due �a la r�eponse du capteur �sa p�eriode de r�esonance de �	 �s n�est pas trop �eloign�ee de
la dur�ee typique de l�impulsion qui est d�environ �
 �s� ainsi que des multiples r�e�exions �a
l�int�erieur des di��erentes parties du dispositif exp�erimental situ�ees en bout de la cha��ne�

Fig� IV��	 � Les points repr�esentent l
�evolution de la force d�elivr�ee par le capteur de force
en bout de cha��ne� pendant un temps tr�es long� typiquement �
 fois la dur�ee de la premi�ere
impulsion� L
abscisse correspond au temps repr�esent�e en �s et l
ordonn�ee �a la force en N �
Les conditions exp�erimentales sont telles que la force statique F� � ��� N et le param�etre de
non�lin�earit�e �m��� � �� ��� La premi�ere partie positive de l
impulsion est identi��ee comme
�etant l
onde solitaire pr�evue th�eoriquement par Nesterenko �	�� � la courbe en traits pleins
correspond �a la forme th�eorique de l
onde solitaire de m�eme amplitude �voir l
Eq� �IV���

et le x �IV����

� Except�e les oscillations qui proviennent principalement des r�esonances du
capteur de force �voir le corps du texte
� nous observons une impulsion isol�ee�

La forme de l�onde solitaire d�elivr�ee par le capteur de force� situ�e en bout de cha��ne� est

�	�



repr�esent�ee sur les Figs� �IV���� �a �IV����� et est compar�ee �a la forme th�eorique d�Eq� �IV�	���
La force statique vaut F� � ��� � N pour les Figs� �IV���� �a �IV����� et F� � ��� N pour
la Fig� �IV����� Sur cette derni�ere �gure� les valeurs possibles du param�etre de non�lin�earit�e
�m��� sont alors beaucoup plus petites� En e�et� �m��� varie de 	� � sur la Fig� �IV���a�
�a �� sur la Fig� �IV���d�� et varie de �� � sur la Fig� �IV���a� �a �� � sur la Fig� �IV���d��
la force maximale ressentie par le capteur variant essentiellement dans la m�eme gamme de
valeurs� pour les deux forces statiques consid�er�ees� Bien que l�arriv�ee de chaque impulsion
soit l�eg�erement di��erente des pr�evisions th�eoriques� tous les r�esultats exp�erimentaux sont en
bon accord avec ces pr�evisions� Il est important de souligner qu�aucun param�etre ajustable
n�a �et�e introduit au cours de cette comparaison entre la th�eorie et les exp�eriences�

La dur�ee typique d�une impulsion est environ 	
 � �
 �s et sa vitesse typique environ
�


 m�s� Son �echelle de longueur typique est� par cons�equent� 	 � � cm ou � � � billes�
L�approximation continue �� de l�Eq� �IV����� est ainsi satisfaite� En e�et� il est connu d�apr�es
des simulations num�eriques ���
�� que dans les cha��nes discr�etes non lin�eaires� les excitations
sont parfaitement d�ecrites par une approximation continue si leur taille est sup�erieure o�u
�egale �a � particules� Cette longueur �etant tr�es inf�erieure �a la longueur totale de la cha��ne�
on peut donc dire que l�impulsion a conserv�e sa forme initiale sur une grande distance� �a la
fa�con d�une onde solitaire� Nous pouvons alors appeler cette impulsion� une onde solitaire�
Aux vues de ces �gures� une autre conclusion g�en�erale appara��t � dans tous les cas� la dur�ee de
l�impulsion� c���a�d� de l�onde solitaire� est beaucoup plus grande que le temps n�ecessaire �a une
onde acoustique longitudinale pour traverser le diam�etre d�une bille ( ce qui correspond �a la
condition n�ecessaire pour pouvoir appliquer la th�eorie de Hertz dans ce probl�eme dynamique
�voir le x �IV�����

IV���� Vitesse de l�onde pour une force statique non nulle

Dans ce paragraphe� nous pr�esentons les r�esultats exp�erimentaux� concernant la propaga�
tion d�excitations non lin�eaires �a l�int�erieur de la cha��ne� pour trois valeurs di��erentes de la
force statique F� � �� 
� � N ( ��� �� �N et ���� � N � Un param�etre important �a consid�erer
est le rapport �m��� qui est donn�e par l�Eq� �IV�	�� en fonction de la force statique F� et
de la force dynamique maximale Fm� Ce rapport caract�erise la non�lin�earit�e de l�onde et doit
�etre beaucoup plus grand �	 que � a�n que l�Eq� �IV��
� soit valable� Pour nos exp�eriences� ce
rapport est tel que �����

����

m

�

� ��� � ( ��� pour F� � �� 
 N �


m

�

� ��� � ( ��� �� pour F� � ��� � N �


m

�

� ��� � ( �� �� pour F� � ��� N �

�IV����

Dans nos exp�eriences� la vitesse de l�onde est obtenue� d�une mani�ere tr�es simple� �a partir
des mesures de temps de vol entre � capteurs plac�es le long de la cha��ne �voir le x �IV��� pour
de plus amples d�etails�� Comme nous l�avons d�ej�a soulign�e pr�ec�edemment� les 	 capteurs de
force� maintenus perpendiculairement �a l�axe de la cha��ne� sont bien adapt�es �a ce type de

��� Cette approximation est appel�ee encore �� l	approximation de grande longueur d	onde �� � la taille caract�e 
ristique des ph�enom
enes observ�es est suppos�ee tr
es sup�erieure au rayon d	une bille

��� Le r�egime fortement non lin�eaire� conduisant 
a l	Eq� �IV����� est atteint si ��t� � ��� c� 
a d� d	apr
es
�IV����� si 	�t� � 	��
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mesure� mais ne donnent aucune information sur le pro�l r�eel de l�onde� D�un autre c�ot�e� la
valeur th�eorique de la vitesse de l�onde a �et�e obtenue au x �IV������ sans l�intervention d�aucun
param�etre ajustable� d�es lors qu��a la fois la force statique appliqu�ee et la force maximale sont
connues�

Les mesures de vitesse sont repr�esent�ees sur les Figs� �IV���� �a �IV����� pour une force
statique de �� 
 ( ��� � et ��� N respectivement� Pour les deux forces statiques les plus basses�
un bon accord appara��t entre les mesures exp�erimentales et les pr�evisions th�eoriques� Dans
chacun de ces cas� le param�etre de non�lin�earit�e varie approximativement entre les m�emes
limites �voir l�Eq� �IV������ Pour les mesures �a ��� N � un l�eger d�esaccord est observ�e �voir
la Fig� �IV������ Une possible explication est l�augmentation de l��energie transf�er�ee entre
l�onde et le b�ati� contenant les billes� en raison de l�importance de la force statique� Une
onde arrivant �a l�extr�emit�e de la cha��ne� et ayant perdu une certaine quantit�e d��energie ��� a
d�u� par cons�equent� se propager plus rapidement que ne le pr�evoyait la th�eorie construite �a
partir de la valeur �nale de son amplitude maximale� Cette interpr�etation est con�rm�ee par le
bon accord entre la forme exp�erimentale et th�eorique de l�onde� pour la m�eme force statique
consid�er�ee �voir la Fig� �IV������ Si le d�esaccord� observ�e sur la Fig� �IV����� provenait de
la petitesse du param�etre de non�lin�earit�e �voir l�Eq� �IV������ un d�esaccord aurait d�u aussi
appara��tre sur la Fig� �IV����� Il est important de noter que les mesures successives de temps
de vol� le long de la cha��ne� ne sont pas rigoureusement identiques� Les barres d�erreur sur
les Figs� �IV���� �a �IV���� repr�esentent alors cet e�et� Cependant� aux 	 endroits de mesure�
aucune �evolution syst�ematique de la vitesse n�a �et�e observ�ee� signi�ant alors� qu�elle semble
relativement constante� au cours de la propagation de l�impulsion� m�eme pour une force
statique de ��� N �
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Fig� IV��� � Evolution de la vitesse de l
onde solitaire� en m�s� en fonction de son amplitude
maximale Fm� en N � pour une force statique appliqu�ee F� � �� 
 N � La courbe en traits pleins
est la courbe th�eorique issue des Eqs� �IV��	
� �IV���
 et �IV���
�

��� L	amplitude maximale �nale de l	onde est alors plus faible que celle qu	elle poss�edait initialement�
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Fig� IV��
 � Idem que pour la Fig� �IV��	
� mais pour une force statique appliqu�ee F� �
��� � N �
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Fig� IV��� � Idem que pour les Figs� �IV��	
 et �IV���
� mais pour une force statique appli�
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Fig� IV��
 � �a
 Evolution du rapport sans dimension V�cs en fonction de la quantit�e sans
dimension Fm�F�� Les points exp�erimentaux correspondent �a une force statique de �� 
 N

�'
 � ��� � N ��
 et ��� N ��
� Tous les points exp�erimentaux se r�epartissent sur une seule
courbe� en traits pleins� d
�equation Cste� �y��Fm�F�������� o�u la valeur exp�erimentale de la
constante Cste est 
� 
�� Cette derni�ere est �a comparer avec la valeur th�eorique Cste �

p
��	

obtenue �a partir de l
Eq� �IV���
� �b
 Evolution du rapport sans dimension V�cs en fonction de
la quantit�e sans dimension �y��Fm�F�������� Chaque symbole utilis�e a la m�eme signi�cation
que pour la Fig� �a
� Tous les points exp�erimentaux se r�epartissent sur une seule courbe
lin�eaire de pente Cste � 
� 
��

��	



Comme nous l�avons d�ej�a expliqu�e� dans le paragraphe suivant l�Eq� �IV�	
�� les mesures
de vitesses des Figs� �IV���� �a �IV���� peuvent se r�epartir sur une seule et m�eme courbe repr�e�
sent�ee en fonction des variables adimensionn�ees V�cs et Fm�F�� Ceci est clairement d�emontr�e
par les Fig� �IV��
a�b�� D�une part� la Fig� �IV��
a� montre que toutes les mesures de vitesses
se r�epartissent sur une seule courbe exprim�ee en fonction des variables V�cs et Fm�F�� D�autre
part� la Fig� �IV��
b� montre que V�cs est une fonction lin�eaire de �y��Fm�F���

����� comme
le pr�evoit l�Eq� �IV�	
�� Sur ces deux �gures� la constante de proportionnalit�e� des courbes en
traits pleins� est 
� 
� ( cette valeur �etant �a comparer avec la valeur attendue th�eoriquementp
��	 � 
� 
���� En outre� la Fig� �IV��
� montre clairement que les ondes non lin�eaires sont

supersoniques� et elle con�rme le r�esultat pr�evu th�eoriquement par Nesterenko �����

IV���� Le cas de la force statique nulle

A�n d��etre aussi proche que possible du cas de la force statique nulle� nous proc�edons
exp�erimentalement de la fa�con suivante � nous appliquons une force statique �a la cha��ne a�n
de mettre les billes en contact les unes avec les autres� puis nous rel�achons cette force jusqu��a
ce que le contact entre le dynamom�etre et le cylindre en laiton� solidaire du capteur de force
longitudinale� se rompt� Il n�y a pratiquement aucune adh�esion entre des billes en acier� mais
il peut exister une force de frottement entre les billes et les murs de la gorge les contenant�
Nous esp�erons que le frottement est amoindri pour des billes lisses� en acier� en contact avec
du Te�on� ce mat�eriau �etant auto�lubri�ant� Experimentalement� la force statique entre deux
billes voisines� ainsi obtenue� doit �etre certainement tr�es petite� mais nous ne pouvons a�rmer
qu�elle soit exactement �egale �a z�ero� Dans cet esprit� la singularit�e du cas de la force statique
nulle est plut�ot une singularit�e de nature math�ematique qu�un e�et physique r�eel�

Lorsqu�aucune force statique n�est appliqu�ee sur la cha��ne� la th�eorie pr�evoit une pro�
pagation d�ondes non lin�eaires p�eriodiques plut�ot que d�ondes solitaires� comme dans le cas
pr�ec�edent� La forme des impulsions arrivant �a l�extr�emit�e de la cha��ne a �et�e enregistr�ee pour
une gamme d�amplitude maximale de �
 �a �

 N � Exp�erimentalement� la comparaison des
Figs� �IV���� �a �IV����� ci�dessus� avec les Figs� �IV���� �a �IV��	�� ci�dessous� prouve qu�il
n�y a aucune di��erence qualitative entre le cas de la force statique nulle et non nulle� En ce
qui concerne la forme de l�onde� il n�est pas possible� comme le montre clairement la Fig� �IV�
���� de distinguer une onde solitaire� dans la limite de force statique tr�es faible� d�une arche
d�onde non lin�eaire p�eriodique� Sur les Figs� �IV���� �a �IV��	�� nous comparons la forme exp�e�
rimentale d�une impulsion �a celui d�une arche de la solution d�Eq� �IV���� de m�eme amplitude
maximale� pour di��erentes valeurs de l�amplitude maximale de l�impulsion� A l�exception des
impulsions de petites amplitudes �voir la Fig� �IV������ l�accord entre la forme observ�ee de
l�impulsion et celle calcul�ee th�eoriquement est remarquable� La dur�ee �� de l�impulsion est
environ 	
 �s et sa vitesse environ �

 m�s� L�extension spatiale d�une impulsion est� par
cons�equent� d�environ 	
 mm� approximativement � billes� ce qui est encore su�sant ���
�
pour v�eri�er l�approximation de grande longueur d�onde d�Eq� �IV����� Cette longueur �etant
tr�es inf�erieure �a la longueur totale de la cha��ne� on peut donc dire que l�impulsion a conserv�e
sa forme initiale sur une grande distance� �a la fa�con d�une onde solitaire� La di��erence avec
le cas pr�ec�edent du x �IV����� provient du fait que nous sommes maintenant dans le r�egime
compl�etement non lin�eaire� et par cons�equent le d�eveloppement conduisant �a l�Eq� �IV��
� est
certainement tr�es correct�

��� L
a encore� cette dur�ee est tout 
a fait compatible avec l	hypoth
ese quasi statique de la loi de Hertz �voir
le x �IV�����

���
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Comme le montre la Fig� �IV����� l�accord entre la forme exp�erimentale de l�impulsion
et celle pr�evue par la th�eorie devient tr�es m�ediocre pour une amplitude maximale inf�erieure
�a �
 N environ� Une interpr�etation possible� pour expliquer l��ecart entre la forme observ�ee
et la forme th�eorique� est de dire que le frottement des billes sur les murs produit une force
statique r�esiduelle que l�on note F �

� � 
� Cependant� n�importe quel ordre de grandeur de F �
�

donn�e� par exemple� par la Figs� �IV���� est alors beaucoup trop grand pour �etre acceptable ���
Une autre possibilit�e est� qu��a basse vitesse d�impact� la forme initiale de l�excitation n�ait
pas le temps d�atteindre sa forme asymptotique� c���a�d� le pro�l en onde solitaire� avant que
l�excitation ne soit arriv�ee en bout de cha��ne� Malheureusement� nous ne disposons d�aucune
information th�eorique concernant ce temps de formation et nous ne sommes pas capable de
tester num�eriquement cette interpr�etation� De plus� il est �a noter que les amplitudes des
ondes de ces exp�eriences sont beaucoup plus faible que celles des exp�eriences expos�ees dans
le x �IV������ dans lesquelles cet e�et n�avait pas �et�e observ�e�
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Fig� IV��� � Evolution de la vitesse de l
onde� en m�s� en fonction de F
���
m � o�u Fm repr�esente

l
amplitude maximale de l
onde lorsqu
aucune force statique n
est appliqu�ee sur la cha��ne� La
courbe en traits pleins repr�esente la solution th�eorique d
Eq� �IV���
� La relation est claire�
ment lin�eaire� signi�ant que l
interaction de Hertz entre deux billes voisines est responsable
de la propagation de l
onde solitaire�

A partir des mesures de vitesses des impulsions� nous pouvons v�eri�er tout d�abord que

V jF��� cro��t comme F
���
m � La Fig� �IV���� con�rme alors qu�il en est bien ainsi� De plus� ce

r�esultat indique que l�interaction de Hertz d�Eq� �IV���� dans l�approximation quasi�statique�
permet de d�ecrire� de fa�con tr�es satisfaisante la propagation de l�onde aussi bien dans le r�egime
lin�eaire �voir le x �IV���� que dans le r�egime non lin�eaire� Comme dans le cas pr�ec�edent� aucune
�evolution syst�ematique de la vitesse de l�onde n�est observ�ee pendant toute la dur�ee n�ecessaire

��� En e�et� la Fig� �IV ��� montre que m�eme pour un param
etre de non�lin�earit�e de l	ordre de �� on a un
bon accord � cela voudrait donc dire que� pour Fm � �� N environ� ce param
etre est inf�erieur 
a �� ce qui
suppose� en utilisant l	Eq� �IV����� une force statique �� r�esiduelle �� �enorme� F� � �� N �

��




�a l�onde pour traverser la cha��ne d�une extr�emit�e �a l�autre� La �gure �IV���� montre que la
vitesse th�eorique� donn�ee par l�Eq� �IV��
� �a force statique nulle� donne une valeur tr�es pr�ecise
de la vitesse de l�onde� Ce comportement est reli�e au fait que la vitesse des ondes solitaires
tend continuement vers l�Eq� �IV��
� dans la limite F� � 
� comme nous l�avons montr�e au x
�IV������
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Fig� IV��� � Evolution de la vitesse de l
onde� en m�s� en fonction de son amplitude maximale
Fm� en N � lorsqu
aucune force statique n
est appliqu�ee� La courbe en traits pleins repr�esente
la solution th�eorique d
Eq� �IV���
�

M�eme dans le cas d�une force statique nulle� nous observons des impulsions qui se pro�
pagent �a vitesse constante� sans d�eformation� sur une distance grande devant leur taille� Par
cons�equent� on peut les identi�er aux ondes solitaires� Leur vitesse ainsi que leur forme sont
en bon accord avec les calculs th�eoriques de Nesterenko ���� ���� si nous oublions que� dans
cette limite singuli�ere non lin�eaire� des ondes p�eriodiques sont pr�evues plut�ot que des ondes
solitaires� L��emetteur �a impact� d�ecrit dans le x �IV���� n�est malheureusement pas adapt�e
pour engendrer des ondes p�eriodiques ��� et nous ne pouvons esp�erer que ce type d�onde ap�
paraisse spontan�ement� A nos pr�ecisions de mesures pr�es� les impulsions sont capables de
voyager sur des distances plus grandes que dix fois leur taille tout en conservant leur forme
et leur vitesse� cela signi�ant par del�a m�eme qu�ils sont relativement stable�

IV���� Discussion

Dans ce paragraphe� nous comparons nos r�esultats avec ceux obtenus ant�erieurement par
Lazaridi et Nesterenko �����

Ils ont observ�e la propagation de trains d�ondes� compos�es de plusieurs ondes solitaires�
dans une cha��ne de billes en acier lorsqu�aucune force statique n�est appliqu�ee� Dans leur

��� L	accrochage entre le mouvement de la bille �� mobile �� et le piston du vibreur est comprise entre �� et
��� Hz� Cette fr�equence est 
a comparer avec la fr�equence des ondes p�eriodiques non lin�eaires� c� 
a d� d	apr
es
l	Eq� �IV���� 
a V jF�	����
R

p
����

���



exp�erience� l�impact initial �etait beaucoup plus violent �la masse impactante �etait cinq fois
celle d�une bille de la cha��ne� et sa vitesse � m�s� c���a�d� plus de deux fois la vitesse de
notre bille impactante�� ce qui explique que plusieurs ondes solitaires soient �emises dans le
syst�eme� En outre� ils n�ont pas fait varier l�intensit�e de l�impact initial� Ils ont aussi r�ealis�e
des exp�eriences similaires ���� �

� pour une cha��ne de billes soumises �a une force statique
non nulle de � et �
 N � Le r�esultat int�eressant est que les excitations observ�ees avec une
force statique de � N sont quasiment identiques �a celles observ�ees sans aucune force statique
appliqu�ee� ce comportement �etant con�rm�e par des simulations num�eriques�

Lazaridi et Nesterenko ���� ont enregistr�e l�arriv�ee du train d�ondes �a l�extr�emit�e de la
cha��ne et ont compar�e sa forme avec celle obtenue �a l�aide de simulations num�eriques� Ces
derni�eres comprenaient la mod�elisation de l
impact sur la premi�ere bille de la cha��ne de la
masse impactante utilis�ee pour �emettre le train d�ondes� La vitesse de la premi�ere impulsion du
train d�ondes n�a pas �et�e mesur�ee mais les intervalles de temps entre les impulsions successives
ainsi que leurs amplitudes respectives ont �et�e mesur�es et ont �et�e compar�es aux pr�evisions
th�eoriques pour une cha��ne de �
 billes� L�accord �etait alors seulement qualitatif pour une
cha��ne plus longue de �
 billes� Dans tous les cas� la comparaison entre la forme des impulsions
�etait simplement qualitative�

Notre dispositif exp�erimental permet de faire varier l�amplitude des impulsions �emises dans
une gamme relativement large� typiquement de � �a �
� et de r�ealiser une �etude syst�ematique
de la forme et de la vitesse des ondes en fonction de leur amplitude maximale� Dans nos
exp�eriences� la cha��ne est constitu�ee de �� billes et l�accord avec la th�eorie est excellent �a la
fois pour la vitesse des impulsions et leur forme compl�ete� De plus� nous ne con�rmons pas
la forte att�enuation de l�amplitude de l�onde observ�ee par Lazaridi et Nesterenko dans une
cha��ne de �
 billes�

Une interpr�etation possible de ces di��erences est la suivante� Dans leur exp�erience� la
cha��ne est constitu�ee de billes� de �� �� mm de diam�etre� contenues �a l�int�erieur d�une tube
en quartz de � mm de diam�etre int�erieur� Les billes peuvent alors se d�eplacer relativement
facilement par rapport �a l�axe du tube et perdent alors probablement de l��energie lorsque� sous
l�e�et de l�impact initial� elles heurtent l�int�erieur du tube� Cet e�et est renforc�e si la longueur
de la cha��ne augmente� Dans nos exp�eriences� les billes sont contenues �a l�int�erieur d�une gorge
rectiligne pr�ecisement frais�ee� au ���

�emede millim�etre� �a l�int�erieur d�un morceau de Te�on�
Ainsi� pour nous� les collisions des billes sur les murs les contenant n�interviennent pas� De
plus� le couplage acoustique entre l�acier et le Te�on est beaucoup plus faible que celui entre
l�acier et le quartz ���

IV�� Conclusion

Dans ce chapitre� nous avons pr�esent�e une exp�erience sur une cha��ne de billes identiques� en
contact� soumises ou non �a une force statique� Par l�interm�ediaire d�un �emetteur �a impact� nous
avons �et�e capable d�envoyer� �a l�int�erieur de la cha��ne� des impulsions de grande amplitude�
c���a�d� avec une amplitude dynamique beaucoup plus importante que celle de force statique�

Notre dispositif exp�erimental permet de faire varier la force statique appliqu�ee �a la cha��ne
ainsi que l�amplitude des impulsions� Nous compl�etons les travaux de Lazaridi et Nesterenko

��� Dans les deux cas� une dissipation de nature acoustique a in�evitablement lieu � les billes rayonnent de
l	�energie acoustique dans tout le b�ati�

��




���� ��� �

� par une �etude syst�ematique et quantitative de la vitesse et de la forme des ondes
solitaires�

A l�extr�emit�e de la cha��ne� nous avons enregistr�e l��evolution de la force exerc�ee� au cours
du temps� sur un capteur de force dynamique et compar�e ce pro�l exp�erimental de l�impulsion
avec les pr�evisions th�eoriques de Nesterenko ����� Lorsque la cha��ne n�est soumise �a aucune
force statique� l�accord est alors tr�es bon� except�e pour les excitations de tr�es petites ampli�
tudes� Pour une force statique non nulle� les pr�evisions th�eoriques sont en tr�es bon accord
avec les observations exp�erimentale� Dans tous les cas� aucun param�etre ajustable n�a �et�e
introduit dans l�analyse des r�esultats exp�erimentaux�

En pr�esence ou non d�une force statique appliqu�ee� la vitesse d�une onde semble �etre pr�e�
vue par la th�eorie de fa�con tr�es pr�ecise� Les mesures de vitesse� pour des forces appliqu�ees non
nulles� se r�epartissent sur une seule et m�eme courbe repr�esent�ee en fonction de variables adi�
mensionn�ees� Nous soulignons l�a encore que� comme pour le pro�l de l�onde� aucun param�etre
ajustable n�a �et�e utilis�e�

Dans tous les cas� la taille typique des excitations est de l�ordre de � �a � billes� ce qui est
su�sant pour v�eri�er l�approximation de grande longueur d�onde� Cette taille repr�esente aussi
environ un dixi�eme de la longueur totale de la cha��ne� signi�ant par l�a m�eme que l�impulsion
se propage sur une distance grande devant sa taille tout en conservant sa forme et sa vitesse�
Ce travail met ainsi tr�es clairement en �evidence la propagation d�ondes solitaires non lin�eaires�
�a l�int�erieur d�une cha��ne de billes en contact de Hertz� m�eme dans la limite de force statique
nulle�
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Chapitre V

Instabilit�es d�une couche de mati�ere

granulaire vibr�ee

��	



V�� Introduction

Lorsqu�une couche horizontale de mati�ere granulaire est soumise �a un mouvement vibra�
toire vertical� elle pr�esente des comportements tr�es vari�es ��� ����� tels que l�apparition de
rouleaux de convection ��� �	
� �	�� �	��� la formation spontan�ee d�un tas ��� �		� �	�� �	��
�	�� �	�� et de poches d�air ��	
�� les excitations de la surface libre �pour un r�esum�e voir
la Ref� �
�� et la �uidisation ��
� ��� ���� Plusieurs m�ecanismes peuvent �etre �a l�origine de
ces ph�enom�enes � d�une part� la convection induite par le frottement des particules sur les
parois lat�erales du r�ecipient ou par la pr�esence d�un gaz intersticiel� e�g� l�air� et d�autre part�
la dissipation d��energie due aux collisions in�elastiques et aux frottements solide�solide entre
particules� Quand l�acc�el�eration du r�ecipient est plus grande que celle de la gravit�e� diverses
structures peuvent appara��tre �a la surface de la couche de grains� La nature de ces structures
d�epend� en particulier� du param�etre sans dimension N � h�d o�u h est la hauteur moyenne
de la couche de grains et d la taille typique d�une particule�

Lorsque la couche de grains est su�samment �epaisse �� un tas se forme spontan�ement �a
partir d�une surface initialement horizontale� Ce ph�enom�ene a plusieurs causes possibles � la
convection des grains induite par leur frottement sur les parois lat�erales du r�ecipient ��	�� ��
�
ou la convection due �a la pr�esence d�un gaz intersticiel� c���a�d� l�air ��� ��
� ����� Bien que des
�etudes num�eriques �D aient mod�elis�e les mouvements convectifs ���� et la formation d�un tas
��	� induits par la pr�esence des parois� aucune simulation n�a tenu compte� jusqu��a pr�esent�
des e�ets de l�air� Cependant� les e�ets du gaz intersticiel sont tr�es importants pour une
couche de grains relativement �epaisse �N � d� compos�ee de particules dont la taille typique
est su�samment faible� c���a�d� d 
 �mm ������ En e�et� dans le cas contraire� le gaz �� suinte ��

rapidement entre les grains et ne joue aucun r�ole sur la dynamique�

En plus des ph�enom�enes intervenant �a l�int�erieur m�eme du milieu granulaire vibr�e� sa
surface libre peut pr�esenter plusieurs comportements de nature ondulatoire� A la surface d�un
tas poss�edant une pente assez raide� des ondes progressives peuvent appara��tre provenant
principalement des mouvements convectifs induits par la pr�esence de l�air et ou des parois du
r�ecipient ������ Si la couche de grains est mince � et si la pente du tas est faible ou inexistante�
des ondes stationnaires sont observ�ees �a la fois en g�eom�etrie quasi��D ��� ���� ��	� et 	D dans
l�air ����� et sous vide ����� ����� Ces ondes stationnaires de surface proviennent soit d�une
�� instabilit�e param�etrique � �� ����� ���� ���� ����� de m�eme nature que celle observ�ee dans les
�uides visqueux peu profonds soumis �a des vibrations verticales ���
� ����� soit de l�interaction
de cette derni�ere avec une �� instabilit�e de doublement de p�eriode �� ������ R�ecemment� des
excitations localis�ees stationnaires� oscillant �a la fr�equence moiti�e de la fr�equence excitatrice�
ont �et�e observ�ees sous vide ��� ��
�� Pour toutes ces ondes stationnaires� les e�ets convectifs
d�us �a l�air et aux frottements sur les bords sont n�egligeables� Ces ondes proviennent d�une
part des corr�elations entre les mouvements des grains� soumis �a de nombreuses collisions� et
d�autre part du mouvement coh�erent entre l�ensemble de la couche de grains et le r�ecipient
������

A forte acc�el�eration� la couche de grains� qu�elle soit mince ou �epaisse� subit uniquement

�� Approximativement� pour N � ��� �� 
���� ���� �����
�� Typiquement� pour N � ��� �� 
���� ���� �����
�� L	excitation est dite �� param�etrique �� car la force ext�erieure impos�ee module les fr�equences propres du

syst
eme� Les ondes stationnaires correspondent alors 
a des modes d	oscillations de la surface libre et poss
edent
la propri�et�e caract�eristique d	une excitation param�etrique � elles oscillent 
a la fr�equence moiti�e de la fr�equence
impos�ee�

���



des bifurcations de doublement de p�eriode� Des �etats plus complexes apparaissent alors �a �D
���
� ���� et �a �D ����� �voir aussi les Refs ����� �	���� r�esultant de d�efauts spatiaux de type
�� kink �

�� associ�es �a la bifurcation de doublement de p�eriode� Ces d�efauts semblent �etre des
�etats transitoires avant le r�egime chaotique� Contrairement �a l�instabilit�e param�etrique� ces
instabilit�es �� sous harmoniques � �� sont telles que la fr�equence d�excitation n�impose pas la
longueur d�onde des structures spatiales�

Dans ce chapitre� nous pr�esentons une �etude exp�erimentale qualitative de l�apparition de
nouvelles instabilit�es �a la surface d�une couche horizontale� relativement �epaisse ��
 � N �

�

�� de mati�ere granulaire soumise �a un mouvement vibratoire vertical� Les grains utilis�es
sont non coh�esifs� de forme quelconque� et poss�edent une taille typique relativement faible
�entre �
 et �

 �m�� La petite taille des grains permet une importante dilatation de la couche�
lors de son vol libre� et� par cons�equent� rend pr�epond�erant le r�ole de l�air� La dynamique d�une
telle poudre doit �etre fortement dissipative car le choix de grains de formes irr�eguli�eres permet
d�augmenter la dissipation due aux collisions in�elastiques et aux frottements solides� En e�et�
pour des grains de forme r�eguli�ere et de surface rugeuse� la dissipation due au frottement
solide peut devenir n�egligeable lorsque la couche de grains s�est l�eg�erement �uidis�ee� Pour
des grains de forme quelconque� cette dissipation subsite jusqu��a ce que la �uidisation de la
couche devienne importante� Dans cet esprit� nos exp�eriences di��erent consid�erablement de
celles utilisant des grains de forme r�eguli�ere ��	���

Le comportement dynamique de ce type de mat�eriau granulaire s�av�ere tr�es riche puis�
qu�en plus des instabilit�es d�ej�a observ�ees ant�erieurement �c���a�d� la formation spontan�ee d�un
tas ��� �		� �	�� �	�� et les ondes progressives �a sa surface ������� nous observons l�apparition
de nouvelles instabilit�es� A basse fr�equence d�excitation� la formation de �� cannelures �� �a la
surface du tas est observ�ee� ainsi que la formation d�hexagones lorsque sa surface est hori�
zontale� A haute fr�equence� la surface horizontale du mat�eriau granulaire pr�esente un r�egime
d�ondes stationnaires constitu�ees de lignes de m�eme fr�equence que la fr�equence excitatrice�
Tous ces ph�enom�enes ont pour origine les mouvements convectifs des grains dus �a la pr�esence
de l�air et sont ind�ependants des e�ets dus aux parois lat�erales� A plus haute fr�equence� le
comportement des grains peut� en plus du r�egime convectif� provenir de di��erents m�ecanismes�
e�g� l�excitation param�etrique�

�� Un kink est un d�efaut spatial constitu�e de deux r�egions horizontales� de phases relatives di��erentes�
s�epar�ees entre elles par une discontinuit�e de phase�

�� Autre nom donn�e 
a l	instabilit�e de doublement de p�eriode�

���



V�� Dispositif exp�erimental

Un r�ecipient� contenant une poudre granulaire� est �x�e sur un vibreur �electromagn�etique
Br�uel % Kj-r �


� L�ensemble est mont�e sur un syst�eme �a pieds r�eglables a�n d�obtenir une
bonne horizontalit�e� L�excitateur engendre des acc�el�erations verticales relativement propres �

et est pilot�e par un signal sinuso��dal issu d�un g�en�erateur de fonction de pr�ecision en fr�equence
sup�erieure �a �
� �"� L�acc�el�eration du r�ecipient est mesur�ee �a l�aide d�un acc�el�erom�etre pi�ezo�
�electrique �Br�uel % Kj-r �	��� coll�e sur la partie haute du r�ecipient� L�acc�el�erom�etre est reli�e
�a un ampli�cateur de charge �Br�uel % Kj-r ��	�� lui m�eme connect�e �a un voltm�etre permet�
tant la lecture de l�amplitude de l�acc�el�eration du r�ecipient� On place �a l�aplomb du r�ecipient
une cam�era vid�eo �i�S iMC���BC� ou un appareil photo �Nikon FA� permettant respecti�
vement d�enregistrer sur cassette vid�eo �Maxell EX��
� ou de photographier sur �lm �Ilford
�

HP�� les divers comportements d�evelopp�es par le mat�eriau granulaire� Une photographie
d�un tel dispositif exp�erimental est repr�esent�ee sur la Fig� �V����

Fig� V�� � Photographie du dispositif exp�erimental� Noter� en bas �a droite� la pr�esence du
r�ecipient contenant la poudre�

Plusieurs r�ecipients de formes circulaires �de 

 �a ��
 mm de diam�etre� ou carr�ees �de 


�a ��
 mm de c�ot�e� et de di��erentes hauteurs �de 	 �a ��
 mm� ont �et�e utilis�es� Ces r�ecipients
sont remplis jusqu��a di��erents niveaux �typiquement de �
 �a �

 couches de grains� soit par

�� Pour la gamme de fr�equence f utilis�ee ��� � f � ��� Hz�� l	acc�el�eration horizontale a �et�e mesur�ee
inf�erieure 
a �� �� de la composante verticale�

���



de la poudre d�alumine pure 	 ou de silice � � soit par du sable du Gange� La granulom�etrie
de ces mat�eriaux varie de �
 �a �

 �m� Toutes les exp�eriences sont r�ealis�ees en augmentant
ou en diminuant l�acc�el�eration pour une fr�equence f �x�ee dans la gamme �
 � 	

 Hz�
Les mouvements de la surface de la couche de grains sont observ�es soit directement� soit �a
l�aide d�un stroboscope� Pour une excitation sinuso��dale verticale du r�ecipient� de fr�equence
f � on d�e�nit le nombre sans dimension ! comme le rapport de l�amplitude a de l�acc�el�eration
du r�ecipient sur l�acc�el�eration de la gravit�e g� Il existe donc deux param�etres de contr�ole �
la fr�equence f des excitations verticales avec �
 
 f 
 	

 Hz et �� l�acc�el�eration �� sans
dimension ! du r�ecipient avec 
 
 ! 
 ���

Toutes les exp�eriences pr�esent�ees dans ce chapitre� sont r�ealis�ees avec de la poudre d�alu�
mine dont la dispersion en taille est comprise entre �
 et ��
 �m� Cependant� la majorit�e des
comportements d�evelopp�es par cette poudre sont aussi observ�es pour la poudre de silice et le
sable du Gange constitu�es aussi de grains de formes irr�eguli�eres � et poss�edant typiquement
la m�eme distribution en taille� Nous avons observ�e les m�emes types de comportement quel
que soit le r�ecipient utilis�e� mais les r�esultats pr�esent�es ici concernent� sauf contre indications�
un r�ecipient cylindrique de ��
 mm de diam�etre int�erieur et de �
 mm de profondeur rempli
par environ �
 g de poudre d�alumine� Le r�ecipient est fabriqu�e �a l�int�erieur d�un seul bloc de
duralumin a�n d�obtenir des mesures pr�ecises� La poudre est �etal�ee �a l�int�erieur du r�ecipient
de fa�con �a obtenir une hauteur relativement homog�ene� Une petite partie de la poudre est
tremp�ee dans de l�encre provenant d�une cartouche de stylo�plume et est s�ech�ee �a �

1C en�
viron pendant une heure� Cette poudre color�ee pourra �etre m�elang�ee �en une petite quantit�e
de l�ordre de �"� lorsqu�il sera n�ecessaire de visualiser plus clairement les mouvements des
grains�

V�� Formation spontan�ee d�un tas de sable

A f �x�e� on augmente lentement l�acc�el�eration ! �a partir de la valeur nulle� La couche de
particules est quasiment rigide et la surface libre horizontale est stable� Lorsque ! d�epasse une
valeur critique !c� les grains commencent �a bouger et la surface libre horizontale du mat�eriau
granulaire devient alors instable� Les grains s�auto�organisent d�eux m�emes spontan�ement
pour former un unique tas sym�etrique� comme on le voit sur la Fig� �V��a�� Ce tas poss�ede
un angle �d avec l�horizontal qui correspond �a la con�guration la plus stable au seuil de
l�instabilit�e ��� La pente du tas� c���a�d� l�angle �d� est d�etermin�ee par l��equilibre dynamique
entre les grains constituant les avalanches de surface et la circulation interne des particules
�uidis�ees du bas vers le haut du tas �le r�egime d��ecoulement convectif�� Cette interpr�etation
a �et�e propos�ee pour la premi�ere fois par Faraday ��		� en �
	� et l�e�et de �uidisation par
l�air a �et�e r�ecemment mis en �evidence par Laroche et al� ���� Nous avons v�eri��e le mouvement
de convection des grains� responsable de la formation du tas� en pla�cant� �a la p�eriph�erie du
tas� des particules color�ees et en observant leurs trajectoires �voir la Fig� �V�	a���

�� L	alumine est le nom donn�e 
a l	oxyde d	aluminium�
�� La silice est le nom donn�e au dioxyde de silicium�
�� Aucune mesure n	a �et�e e�ectu�ee pour caract�eriser l	irr�egularit�e de forme des grains�

��� Un tas de grains statique est caract�eris�e par un angle de repos statique �s 
����� par rapport 
a l	horizontale�
au dela duquel la tas perd sa nature solide puisque des avalanches apparaissent 
a sa surface� Pour un tas de
grains vibr�es� on parle d	un angle de repos dynamique �d� Cet angle est comparable 
a �s� mais il est cependant
toujours inf�erieur 
a �s 
���� ���� ���� car la pente du tas reste stable lorsque l	amplitude des oscillations est
brusquement abaiss�ee�

���



Fig� V�� � Vue de dessus d
une s�erie d
instabilit�es de la surface d
une couche� initialement
plane� de poudre d
alumine� Dans tous les cas� la fr�equence d
excitation est �x�ee �a f � �� Hz
et la masse de la poudre �a l
int�erieur du r�ecipient est d
environ �
 g� �a
 Formation spontan�ee
d
un tas unique� due aux mouvements convectifs� pour une acc�el�eration du r�ecipient ! � �� 
�
sup�erieure �a !c� �b
 Apparition de cannelures ou d
ondulations �a la surface du tas �! � 	� ����
�c
 D�ebut de l
a�aissement du tas� pour une amplitude de vibration plus �elev�ee �! � 	� ����
�d
 S�eparation du tas en plusieurs petits tas cannel�es �a beaucoup plus grande amplitude de
vibration �! � �� ����
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Au seuil !c� nous constatons que le processus de convection est essentiellement con�n�e au
voisinage de la surface du tas �voir la Fig� �V�	b��� Juste au dessus du seuil !c de l�instabilit�e
convective� nous observons qu�une in�me partie des particules color�ees entre dans la partie
centrale �a la base du tas��� Ainsi� au lieu d�une cellule convective torique� comme le supposait
Laroche et al� �voir la Fig� ��c� de la Ref� ����� il appara��t que l��ecoulement convectif est limit�e
�a l�int�erieur d�une couche conique� comme le montre la Fig� �V�	b�� Nous avons aussi r�ep�et�e
cette exp�erience avec un r�ecipient pratiquement sous vide� Pour de basses pressions� c���a�d�
inf�erieures �a �
 Torr �� environ� la formation spontan�ee du tas n�est jamais observ�ee con�r�
mant ainsi que l�e�et de l�air est fondamental pour la formation d�un tas de �nes particules
�voir aussi la Ref� ����� Ce r�esultat est en accord avec les exp�eriences ����� ���� montrant que
les e�ets de l�air sur la formation d�un tas convectif persistent jusqu��a des pressions d�environ
�
 Torr et pour des grains de tailles inf�erieures �a � mm�

d

(a) (b)

Fig� V�	 � �a
 Sch�ema en coupe de la condition initiale � �a acc�el�eration nulle� on place de
la poudre color�ee �a la p�eriph�erie d
un tas initialement pr�epar�e� �b
 Sch�ema repr�esentant� en
coupe� les trajectoires� moyenn�ees au cours du temps� des particules color�ees� au seuil !c�
Le �ux convectif interne ���eches en traits pleins
 est compens�e par les avalanches de surface
���eches en traits pointill�es
�

Intuitivement� l�acc�el�eration critique !c� l�angle de repos critique �d ainsi que la forme
du tas doivent d�ependre de nombreux param�etres �e�g� la fr�equence de for�cage� la taille� la
forme� la rugosit�e et la coh�esion des grains�� Pour tous les grains �ns et �� secs ��

�� utilis�es� nous
trouvons que le seuil de l��ecoulement convectif est !c � �� ��� 
� 
� et est ind�ependant de la
fr�equence pour la gamme �
 � ��
 Hz� Pour cette gamme de fr�equence� la valeur de !c ne
d�epend pas non plus de la forme� la taille et le type de grains utilis�es ����� �	�� �	�� �	
� �����
Pour des fr�equences plus importantes� !c d�ecro��t l�eg�erement �e�g� �a ��
Hz� !c � 
� ���
� 
	��
L�angle de repos �d est approximativement �egal �a 	
1 pour f � �
 Hz et ! � �� � � !c� A
plus hautes fr�equences �f � �

 Hz�� l�angle de repos diminue et �nalement� vers environ
�

 Hz� la surface devient plane� En l�absence d�e�et des bords lat�eraux� le tas varie d�une
forme conique �e�g� pour le sable� et l�alumine �a basse fr�equence d�oscillations� �a une forme
quasiment h�emisph�erique �e�g� pour la silice �a basse fr�equence et l�alumine �a haute fr�equence��

��� Pour cela� l	acc�el�eration est brutalement ramen�ee 
a z�ero et� 
a l	aide d	un scalpel� on enl
eve d�elicate 
ment et successivement de �nes couches de grains� en commen�cant par le haut du tas � la coupe se faisant
perpendiculairement 
a son axe de sym�etrie�

��� Le Torr ou mm de mercure vaut ���� � N�m� ou Pascal�
��� Il faut entendre par grains �� secs ��� un ensemble de grains non coh�esifs sans liquide intersticiel� mais en

pr�esence d	un possible gaz intersticiel tel que l	air�

���



V�� Ondes progressives �a la surface d�un tas de sable

Pour ! plus �elev�e� c���a�d� au dessus de !c� et pour des fr�equences d�excitations inf�erieures
�a �

 Hz� nous remarquons� vers le bas du tas� une brisure de pente donnant naissance �a
un tas form�e de deux pentes� celle en bas �etant la plus raide� Au changement de pente� des
gon�ements ou bosses apparaissent� Cette corolle circulaire de bosses �a la surface du tas
reste initialement stabilis�ee �a une certaine hauteur� Mais lorsque ! � !S� � !c� la corolle de
gon�ements commence �a monter le long de la pente du tas� sous la couche d�avalanche sans
interf�erer avec cette derni�ere� Cette onde progressive ainsi cr�e�ee dispara��t au sommet du tas
et r�eappara��t p�eriodiquement �� �a l�intersection des deux pentes� Ces ondes sont similaires �a
celles observ�ees par Pak % Behringer ����� pour des mat�eriaux granulaires ayant un angle
de repos relativement �elev�e� c���a�d� �d � 	
1� typiquement pour des grains non sph�eriques
ou rugueux� Cependant� l��etroite g�eom�etrie annulaire de leur exp�erience ainsi que la taille
relativement grande de leurs particules �� auront d�u masquer le ph�enom�ene de brisure de
pente�
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Fig� V�� � Diagramme de bifurcation montrant les di��erentes instabilit�es de la surface libre de
la poudre d
alumine� Pour une fr�equence donn�ee� les valeurs de !c �courbe en traits pointill�es
�
!S� �courbe du milieu
 et !S� �courbe du haut
 sont respectivement les valeurs des seuils
d
apparition du r�egime convectif� des ondes progressives �a la surface du tas �instabilit�e S�
 et
des cannelures �a la surface du tas �instabilit�e S�
� Chaque barre d
erreur a une longueur totale
de 
� �� correspondant �a l
incertitude sur la mesure de l
acc�eleration �a l
apparition des seuils�
Le poids de la poudre pour toutes ces exp�eriences est de �
 g� Il existe� au�dela de la courbe
!S� en fonction de f � la transition vers les hexagones� Cette transition n
est pas indiqu�ee sur
la �gure�

��� Aucune mesure� concernant la valeur de cette p�eriode� n	a �et�e e�ectu�ee�
��� La taille de leurs particules est comprise entre �� � et � mm� c� 
a d� �� fois la taille de nos particules�

��




Contrairement au seuil de convection !c� la valeur critique !S� pour l�apparition des ondes
progressives �a la surface du tas d�epend de la fr�equence d�excitation� La valeur critique !S� est
repr�esent�ee sur la courbe du milieu de la Fig� �V��� en fonction de la fr�equence d�excitation�
Ces valeurs ont �et�e mesur�ees soit en augmentant !� soit en le diminuant� Les seuils d�instabilit�e
!S� sont tr�es l�eg�erement hyst�er�etiques� La d�ependance de !S� avec la fr�equence �etend les
r�esultats de Pak % Behringer qui avaient montr�e exp�erimentalement que !S� �etait fonction
de la taille des grains �a fr�equence donn�ee ������ De m�eme l�interpr�etation du sens ascendant
de la propagation des gon�ements a �et�e donn�ee ������ mais leur formation� issue de la brisure
de pente du tas� restait jusqu�alors inconnue�

Il est �a noter que l�instabilit�e S� conduisant aux ondes progressives �a la surface du tas est
fondamentalement di��erente de l�instabilit�e param�etrique conduisant aux ondes stationnaires
observ�ees ����� ���� ���� pour de tr�es �nes couches horizontales� c���a�d� �d � 
� de mati�ere
granulaire�

V�� Cannelures �a la surface d�un tas de sable

V�	�� Observations

Si l�on continue �a augmenter l�acc�el�eration� un nouveau ph�enom�ene remarquable se pro�
duit� Pour ! � !S� � !S� � !c� un ensemble r�egulier de �� rainures �� et de �� rides �� appara��t
le long de la surface libre inclin�ee �voir les Figs� �V��b� et �V���� � la surface conique du
tas est pliss�ee �a la mani�ere d�une �� t�ole ondul�ee ��� L�emplacement des rainures et des rides
alterne r�eciproquement et p�eriodiquement avec une p�eriode beaucoup plus grande que celle
impos�ee par le vibreur� Ce ph�enom�ene de �� cannelures �� est relativement robuste et est insen�
sible aux petites perturbations ext�erieures ainsi qu�aux d�efauts d�horizontalit�e du syst�eme�
Ce ph�enom�ene a �et�e observ�e aussi dans la poudre de silice et dans le sable tr�es �n du Gange�
Cependant� nous n�observons pas ce comportement lorsque l�exp�erience est r�ep�et�ee soit avec
des billes sph�eriques de verre ou de zirconium� toutes de diam�etres compris entre 
� � et 	mm�
Bien que l�action de convection due �a l�air est tr�es amoindrie pour des particules de l�ordre du
millim�etre ��� elle subsiste tout de m�eme donnant naissance l�a encore �a la formation spontan�ee
d�un tas �voir aussi les Refs� ������� L�absence de cannelure sur ce tas provient sans doute du
fait que le frottement entre deux grains sph�eriques est inf�erieur �a celui intervenant entre deux
particules de forme irr�eguli�ere� et que par cons�equent moins d��energie est dissip�ee au cours
des nombreux contacts� Cela souligne l�importance de la dissipation d��energie qui s�electionne
le motif pr�esent�e par le mat�eriau granulaire en r�eponse �a l�excitation qui lui est impos�ee�

Lorsque l�on augmente encore !� le tas s�a�aise �voir la Fig� �V��c�� en cr�eant �a sa base
une multitude de petits monticules� Finalement� le tas se divise alors en plusieurs petits tas
cannel�es interagissant entre eux de mani�ere d�esordonn�ee �voir la Fig� �V��d���

Il est �a noter que tous ces comportements �et notamment le ph�enom�ene de cannelure� ne
sont pas observ�es lorsque l�exp�erience est r�ep�et�ee avec un r�ecipient sous vide �a une pression
inf�erieure �a �
 Torr� Ainsi� les e�ets d�us �a l�air et �a la forme irr�eguli�ere des grains semblent
�etre tous deux n�ecessaires pour la formation de cannelures �a la surface d�un tas�

Le valeur critique de !S� est repr�esent�ee sur la Fig� �V��� en fonction de la fr�equence

��� L	air est plus facilement pi�eg�ee 
a l	int�erieur d	une couche �epaisse de mat�eriau granulaire constitu�ee de
grains de petite taille� cette propri�et�e provenant de la viscosit�e de l	air 
�����

���



d�excitation� Comme pour !S� � le seuil d�instabilit�e !S� est tr�es l�eg�erement hyst�er�etique�

Fig� V�� � Grossissement de la Fig� �V��b
 mettant en evidence la s�erie successive de �� rai�
nures �� et de �� rides �� �a la surface du tas cannel�e� Noter la pr�esence des petits monticules� �a la
base du tas� �a l
extr�emit�e des rainures� A l
extr�eme gauche de la �gure� on voit l
acc�el�erom�etre
coll�e sur la partie haute du r�ecipient�

���



V�	�� Interpr�etations

L�origine des cannelures provient de l�intensi�cation de l��ecoulement convectif juste en
dessous de la surface du tas� En e�et� pour des acc�el�erations ! � !S� et pendant une p�eriode�
il y a beaucoup plus de particules qui sont convect�ees vers le haut du tas que de particules
qui tombent� le long de la surface libre� �a cause des avalanches� Cela a pour cons�equence de
d�estabiliser le tas� La sym�etrie azimutale le long du tas est alors bris�ee et l�angle de repos
devient d�ependant de l�angle azimutal� Nous observons que la pente des rides est l�eg�erement
plus faible que la pente que poss�edait le tas juste avant l�apparition des cannelures� c���a�d�
pour !c 
 ! 
 !S� � tandis que la pente des rainures est l�eg�erement plus grande� Cette
di��erence est su�sante pour accro��tre les avalanches de surface qui sont compens�ees� en
retour� par l�augmentation de l��ecoulement convectif� En ins�erant �a la p�eriph�erie du tas cannel�e
des particules color�ees� nous observons que le mouvement est restreint �a l�int�erieur d�une
petite couche conique comprenant la surface libre du tas �voir le sch�ema de la Fig� �V�
	b��� Comme les rainures et les rides poss�edent des pentes de valeurs di��erentes� les taux de
particules tombant le long de ces deux pentes sont in�egaux et donnent alors naissance aux
petits monticules �a la base du tas �a la �n des rainures �voir la Fig� �V����� En r�eponse �a
cet e�et� l��ecoulement convectif local �a la base du tas est alors a�ect�e� Les rides deviennent
alors des rainures et vice versa� Cette interpr�etation explique pourquoi nous observons une
alternance p�eriodique entre les rides et les rainures� Au seuil d�instabilit�e� la longueur d�onde
de la cannelure� c���a�d� la s�eparation angulaire entre le milieu de deux rides ou de deux
rainures successives� d�ecro��t lorsque la fr�equence des vibration augmente� Ce comportement
est en accord qualitatif avec la formation de motifs dans d�autres syst�emes dissipatifs ���	��

V�	 Hexagones et lignes �a la surface d�un milieu granulaire

vibr�e

Si l�on continue �a augmenter ! � !S� � chaque petit tas cannel�e de la Fig� �V��d�� interagit
plus vigoureusement avec ses voisins� les tas de plus grandes tailles donnent alors naissance
�a des tas de plus petites tailles de sorte que la hauteur de tous ces tas devient homog�ene�
Des nucl�eations et des anihilations �	 interviennent sans cesse de fa�con chaotique� Un tel
ensemble de tas n�est donc pas une structure stable� Lorsque ! atteint une valeur critique
! � !H � !S� � !S� � !c� un ensemble d�hexagones appara��t� comme le montre la Fig�
�V���� La transition de l�ensemble des tas� �a base circulaire� vers les hexagones nous rappele
�etrangement la construction de Vorono���Dirichlet �� permettant de paver le plan avec des
polygones en partant de disques non n�ecessairement en contact �voir la Fig� �V����� Les
hexagones apparaissent �� �uidis�es �� lorsqu�ils sont visualis�es directement �voir la Fig� �V�
�a��� En utilisant� un stroboscope� �a la m�eme fr�equence que celle de l�excitation� on observe
aussi une phase �� condens�ee �� �voir la Fig� �V��b��� di�cilement visualisable directement
puisque la �� dur�ee de vie �� de cette phase est � �a 	 fois plus faible que celle de la phase
�uidis�ee�

��� Certains tas sont absorb�es par leurs voisins� tandis que d	autres en cr�eent�
��� Pour une telle construction� voir� par exemple� la Ref� 
�����

��	



Fig� V�� � Instabilit�e de la surface plane de la poudre d
alumine de masse �
 g� pour f �
�
 Hz et ! � �� ��� En haut � hexagones �uidis�es visualis�es directement � en bas � hexagones
condens�es visualis�es avec un stroboscope de fr�equence �
 Hz� On peut remarquer sur les deux
�gures la pr�esence de d�efauts �pentagones
� La dur�ee de la phase �uidis�ee est � �a 	 fois plus
importante que celle de la phase compacte qui dure environ � �a � s� lorsqu
elle est visualis�ee
avec le stroboscope�

���



Pour une petite hauteur de poudre dans le r�ecipient� c���a�d� une masse d�environ � g�
la longueur d�onde des hexagones diminue lorsque la fr�equence augmente de �
 �a �
 Hz

environ� Au�dela� on n�observe plus d�hexagones� Pour une plus grande hauteur de poudre�
c���a�d� une masse d�environ �
 g� les hexagones disparaissent �a une fr�equence plus basse�
c���a�d� f � �
 Hz� A fr�equence et acc�el�eration donn�ees� la longueur d�onde des hexagones
augmente lorsque la quantit�e de poudre� �a l�int�erieur du r�ecipient� augmente�

En�n� pour des acc�el�erations beaucoup plus grandes que le seuil d�apparition des hexa�
gones� les mouvements �a l�int�erieur de la poudre granulaire deviennent compl�etement d�esor�
donn�es�

Fig� V�� � Sch�ema de principe du pavage de Vorono��� d
apr�es la Ref� ������ Partant de
l
ensemble de sommets des tas �ou sites
� �a base circulaire� on trace les m�ediatrices des sites
pris deux �a deux� Les plus petites cellules tra�c�ees autour de chaque site r�ealisent un pavage
continu du plan� Elles permettent de d�e�nir la notion de proches voisins� On peut montrer
que� dans un plan� le nombre moyen de c�ot�es d
un pavage al�eatoire est six� Les d�efauts les
plus simples �a partir des hexagones sont les pentagones et les heptagones�

Pla�cons nous maintenant �a beaucoup plus haute fr�equence� c���a�d� f � �

Hz� et au seuil
de l�instabilit�e convective !c� L�angle de repos �d de la poudre d�alumine diminue et �nalement
vers �

 Hz� la surface devient plane� Pour ces fr�equences� en augmentant l�acc�el�eration
au dela d�une certaine valeur sup�erieure �a !c� nous observons ��� sur la surface plane� un
ensemble d�ondes stationnaires� constitu�ees de lignes� oscillant �a la m�eme fr�equence que la
fr�equence excitatrice �voir la Fig� �V�
��� Pour des acc�el�erations beaucoup plus grandes que
le seuil d�apparition des lignes� le mouvement �a l�int�erieur de la poudre granulaire devient
compl�etement �uidis�e�

Ces motifs �lignes et hexagones� ressemblent �a ceux observ�es �a la surface des �uides vis�
queux excit�es param�etriquement ���
� ����� Cette apparente ressemblance provient de l�impor�
tante dissipation d��energie pr�esente dans le �uide visqueux ou dans le mat�eriau granulaire� La
viscosit�e dans les �uides fournit la source de dissipation n�ecessaire �a la selection des di��erents
motifs �a la surface du �uide� Dans les milieux granulaires� ce sont les collisions in�elastiques

��� A l	aide d	un stroboscope de fr�equence identique 
a celle de l	excitation�

���



et le frottement entre les grains qui jouent le r�ole de la viscosit�e� Ainsi� la pr�esence de par�
ticules �a surfaces rugueuses et de formes quelconques permet d�augmenter consid�erablement
la dissipation d��energie au sein du mat�eriau� En outre� l�apparition de lignes et d�hexagones
�a la surface d�un mat�eriau granulaire a d�ej�a �et�e observ�ee par Melo et al� ����� ����� Cepen�
dant� nos �� lignes �� sont �a la m�eme fr�equence f que la fr�equence excitatrice tandis que celles
observ�ees dans les Refs� ����� ���� sont �a fr�equence moiti�e f��� De plus� la nature de nos mo�
tifs spatiaux sont fondamentalement di��erents de ceux observ�es par Melo et al� Leurs motifs
proviennent principalement �� d�instabilit�es param�etriques de la surface libre d�une tr�es �ne
couche de mati�ere granulaire� instabilit�es de m�eme nature que celles pr�esentes �a la surface des
�uides peu profonds � les instabilit�es param�etriques de Faraday� Nos motifs proviennent essen�
tiellement des mouvements convectifs des grains d�us �a la pr�esence d�un gaz intersticiel� c���a�d�
l�air� En e�et� si l�on r�epete les exp�eriences avec un r�ecipient sous vide� c���a�d� de pression
P � �
 Torr� d�une part� les hexagones ne sont jamais observ�es et d�autre part� les lignes de
fr�equence f disparaissent au pro�t de lignes sous harmoniques� c���a�d� de fr�equence f��� issue�
cette fois�ci� de l�instabilit�e param�etrique� Les motifs observ�es par Melo et al� apparaissent
�a la fois avec un r�ecipient sous vide �� ����� ou en pr�esence d�air ����� car la hauteur de leur
couche de particules est trop faible et la taille typique de leurs particules trop grosse�� pour
que les e�ets d�us �a l�air soient pr�epond�erants�

V�
 Conclusion

Dans ce chapitre� nous avons mis en �evidence l�apparition de nouvelles instabilit�es �a la
surface d�une couche �epaisse de mati�ere granulaire constitu�ee de grains �ns� de forme quel�
conque� soumise �a une excitation sinuso��dale verticale� A basse fr�equence� des cannelures �a la
surface d�un tas conique et des hexagones �a la surface d�une couche horizontale ont �et�e ob�
serv�es� A haute fr�equence� la surface horizontale du mat�eriau granulaire pr�esente un r�egime
d�ondes stationnaires� constitu�ees de lignes� oscillant �a la m�eme fr�equence que la fr�equence
excitatrice� Tous ces ph�enom�enes ont lieu pour des mat�eriaux granulaires tr�es dissipatifs et
ont pour origine les mouvements convectifs des grains d�us �a la pr�esence de l�air� A plus haute
fr�equence� le comportement des grains peut� en plus du r�egime convectif� provenir de di��erents
m�ecanismes� e�g� l�excitation param�etrique�

Le comportement dynamique d�un mat�eriau granulaire s�av�ere alors tr�es riche puisqu�en
plus des nouvelles instabilit�es d�ecrites ci�dessus� ce mat�eriau pr�esente aussi d�autres insta�
bilit�es d�ecouvertes ant�erieurement ��� �	�� ���� � la formation spontan�ee d�un tas �instabilit�e
convective C� et les ondes progressives �a sa surface �instabilit�e S���

Le ph�enom�ene de cannelures �a la surface du tas est tr�es int�eressant car� mis �a part le fait
qu�il rende le tas polygonal� il r�ev�ele que l�intense mouvement convectif des grains est con�n�e
�a l�int�erieur d�une tr�es �ne couche de mati�ere granulaire comprenant la surface libre du tas�

L�explication th�eorique de ces instabilit�es ainsi que le seuil �� universel �� �!c � �� ��� des
mouvements convectifs semblent �etre des probl�emes ouverts fort int�eressants�

��� En r�ealit�e� leurs hexagones proviennent de l	interaction entre une instabilit�e de doublement de p�eriode et
l	instabilit�e param�etrique� engendrant chacune deux fr�equences de forcages e�ectives 
�����

��� Leurs exp�erience sont r�ealis�ees 
a une pression de �� � Torr�
��� La hauteur adimensionn�ee N de leur couche de particules est telle que N � ���

���



Fig� V�
 � Instabilit�e de la surface plane de la poudre d
alumine de masse �

 g� �a haute
fr�equence �f � ��� Hz�� pour ! � �� � � !c� donnant naissance �a l
apparition de lignes� Ces
ondes stationnaires� de m�eme fr�equence que celle de l
excitation� sont visualis�ees �a l
aide d
un
stroboscope �f � ��� Hz�� Dans ce cas� la formation spontan�ee du tas n
a pas eu lieu pour
! � !c� Le r�ecipient utilis�e est un r�ecipient cylindrique de �� mm de diam�etre et de �
 mm

de profondeur�
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Annexe A

Fr�equences propres des vibrations

radiales d�une sph�ere �elastique

���



Les r�esultats de cette annexe proviennent de la Ref� ��	� et en particulier du probl�eme 	
de la page ���

Pour des d�eformations adiabatiques �u� l��equation du mouvement pour un milieu �elastique
isotrope est

�
���u

�t�
�

E

��� ' ��
��u' E

��� ' ����� ���

���
grad �div �u� � �A���

o�u E est le module d�Young� � le c��cient de poisson et � la masse volumique du mat�eriau
constituant la sph�ere� En utilisant les coordonn�ees sph�eriques avec l�origine au centre de la
sph�ere� pour des vibrations radiales� u varie suivant le rayon et est uniquement fonction de
r et de t� Reportons la relation vectorielle

���
grad �div �u� � ��u � ��

rot
 ��
rot �u

!
dans l�Eq� �A����

Le fait que u ne d�epende que de r et t implique que
��
rot �u � 
� L��equation du mouvement est

alors

��ur
�t�

� c�l gradr �div ur� avec c�l �
E��� ��

�� ' ����� ����
� �A���

cl repr�esente la vitesse des ondes �elastiques longitudinales pour le mat�eriau constituant la
sph�ere� En d�e�nissant un potentiel � pour le d�eplacement ur� tel que ur � u � ����r� et
pour des oscillations p�eriodiques en temps � � e�i�t� l�Eq� �A��� devient

�� 	 �

r�
�

�r

�
r�
��

�r

�
� �k�� avec k �

�

cl
� �A�	�

Une solution de l�Eq� �A�	�� qui prend des valeurs �nies �a l�origine� est � � A
r sin�kr�e�i�t�

En utilisant la relation liant le tenseur des contraintes �a celui des d�eformations� la composante
�rr du tenseur des contraintes� repr�esentant la composante radiale de la force agissant sur la
surface unit�e perpendiculaire �a l�axe radial� est

�rr � �

�"
c�l � �c�t

#��' �c�t
���

�r�

�
avec c�t �

E

����' ��
� �A���

o�u ct repr�esente la vitesse des ondes �elastiques transverses pour le mat�eriau constituant la
sph�ere� En utilisant l�Eq� �A�	��

�rr
�

� ����� �c�t
��

r�r
� �A���

A la surface de la sph�ere� la composante radiale de la force doit �etre nulle� d�o�u �rr�R� � 
�
Cette condition aux limites conduit �a

tan�kR�

kR
�

�

��
	
kRcl
�ct


� � �A���

Les racines k de l�Eq� �A��� d�eterminent les fr�equences � � kcl des modes propres de vibrations
radiales de la sph�ere�

Soit Xn � knR la ni
eme racine de l��equation transcendante �A���� les pulsations propres
d�oscillations de la bille sont alors �n � Xn�cl�R� et les fr�equences propres 
n � Xncl����R��

Pour une bille en carbure de tungst�ene� de rayon R � � mm� avec ct � 	
�
 m�s et
cl � �	

 m�s qui sont� respectivement� les valeurs des vitesses transverses et longitudinales

�





du son dans le carbure de tungst�ene �voir les Eqs� �A���� �A��� et le tableau de la page ����
on peut r�esoudre num�eriquement l�Eq� �A���� Les r�esultats sont alors pr�esent�es dans le Tab�
�A����

Mode Racine de l�Eq� �A��� Fr�equence P�eriode

n Xn 
n en kHz Tn en �s

� ���
� �	� ���

� ��
� ��		 
��

	 ���� �	�	 
��

� ����� 	��
 
�	

Tab� A�� � P�eriode d
oscillation du mode n pour une sph�ere en carbure de tungst�ene de rayon
R � � mm�

La p�eriode d�oscillation du fondamental� pour une bille en carbure de tungst�ene de rayon
R� est donn�ee par

T� �
��

X�
� R

cl
� �� ��

R

cl
� �A���

Pour une bille en carbure de tungst�ene de � mm de rayon� la p�eriode du fondamental vaut
�� � �s� Cette valeur est satisfaisante puisque qualitativement la p�eriode d�oscillation d�une
bille doit �etre inf�erieure mais du m�eme ordre de grandeur que le temps mis par le son pour
parcourir � fois le diam�etre de la bille� c���a�d�

Tson � �� �R

cl
� �

R

cl
� �A�
�

Dans le cas d�une bille en acier inoxydable� de rayon R � � mm� avec ct � 	�	� m�s et
cl � ��

 m�s ( on obtient en proc�edant de la m�eme fa�con que pr�ec�edemment

Mode Racine de l�Eq� �A��� Fr�equence P�eriode

n Xn 
n en kHz Tn en �s

� ����	 �
� �

� ��
� ���� 
�


	 ���� ���� 
��

� ����� ���� 
��

Tab� A�� � P�eriode d
oscillation du mode n pour une sph�ere en acier inoxydable de rayon
R � � mm�
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Annexe B

Ordre de grandeur de l�e�et du

frottement de l�air sur le

mouvement de la bille

�
	



On suppose que la mise en mouvement de la bille par la pesanteur cr�ee un �ecoulement d�air
�a grand nombre de Reynolds� De tels �ecoulements sont caract�eris�es par la pr�edominance des
e�ets dus �a l�inertie sur ceux li�es �a la viscosit�e� On v�eri�era a posteriori que cette hypoth�ese
est bien satisfaite�

Une bille de rayon R et de densit�e �b tombant en chute libre dans l�air de densit�e �a et de
viscosit�e cin�ematique 
 subit l�attraction de la pesanteur et la force de frottement �Ffrott due
�a la r�esistance de l�air� selon

m
d�v

dt
� m�g ' �Ffrott� �B���

o�u v est la vitesse de la bille� m � �
��R

��b la masse d�une bille et g � �� 
�m�s� l�acc�eleration
de la pesanteur� La pouss�ee d�Archim�ede a �et�e n�eglig�ee puisque �a � �b

�� On se place� de
plus� dans le r�egime o�u la chute libre est vraiment �etablie � on n�eglige dans l�Eq� �B���� la
force de frottement de l�air agissant sur la bille au tout d�ebut de son mouvement � ainsi que
la force li�ee au �� �lm �� d�air �a �evacuer lorsque la bille s�approche tr�es pr�es du sol� Pour de
grands nombres de Reynolds ��
� 
 Re 
 �
�� �
��� la force de frottement� qui s�oppose au
mouvement de la bille� vaut Ffrott � �Cx�a�R

�v��� o�u Cx est le c��cient de tra��n�ee� qui
est constant pour notre gamme de Re� et vaut Cx � 
� �� ������ Apr�es le r�egime transitoire
correspondant �a l��equilibre entre le poids et la force de frottement� la vitesse de s�edimentation
vs de la bille s��ecrit� en annulant le terme de gauche de �B����

vs �

s



	

R

Cx

�b
�a
g� �B���

tandis que la dur�ee � du r�egime transitoire est telle que

� � vs
g
� �B�	�

Ainsi� pour une bille en carbure de tungst�ene ��b � ����
 kg�m�� � de 
 mm de diam�etre�
en chute libre dans l�air ��a � �� � kg�m�� 
 � �� �	 � �
�� m��s �a �
oC� �� on obtient
vs � �� m�s( si nous calculons le nombre de Reynolds correspondant �a cet �ecoulement� nous
trouvons Re � 	 � �
�� La condition de grand nombre de Reynolds est donc bien v�eri��ee�
L�ordre de grandeur de la dur�ee du r�egime transitoire d�une bille l�ach�ee sans vitesse initiale
pour atteindre sa vitesse de s�edimentation est � � �� � s,

Or� le temps t� n�ecessaire pour qu�une bille initialement �a une hauteur h�� de l�ordre du
millim�etre� vienne heurter le sol est� en n�egligeant la frottement de l�air�

t� �

s
�h�
g

� �� �B���

�� Pour tenir compte de la pouss�ee d	Archim
ede� il faudrait substituer la masse m de la bille par la masse
apparente mapp � �




R
�
b � 
a� dans la force de gravit�e�

�� Au tout d�ebut du mouvement� l	�ecoulement d	air� 
a petit nombre de Reynolds� exerce une force dite de
Stockes F � �

b�RV lorsque la sph
ere se d�eplace 
a la vitesse uniforme V dans l	air 
�����

�� voir le tableau page ���
�� Ces valeurs num�eriques sont issues des pages F �� et F �� du CRC Handbook of Chemistry and Physics�

edited by R� C� Weast� CRC Press� USA� ��th edition� �����

�
�



Ainsi� la r�esistance de l�air apparait n�egligeable puisqu�elle �� n�a pas su�samment de temps ��

pour compenser l�action de la gravit�e et pour donner �a la bille une vitesse de chute constante
et �egale �a vs� Pour cela� il faudrait la laisser tomber pendant plus de � secondes� c�est��a�dire
d�une hauteur de l�ordre de ��
 m,

D�autre part� pour la hauteur de chute� h� � � mm� consid�er�ee au Chap� II et conduisant
�a une vitesse d�impact vimp �

p
�gh�� nous pouvons calculer la perte moyenne d�acc�el�eration

.a au cours de la chute libre d�une bille en carbure de tungst�ene dans l�air selon

.a �

����Ffrottm

���� � 


	
Cx

�
�a
�b

� hvi�t
R

� �B���

o�u hvit � vimp�� est la vitesse de la bille moyenn�ee entre l�instant du l�acher et du premier
choc� Ainsi� d�apr�es l�Eq� �B���� l�e�et de frottement de l�air sur la bille au cours de la chute
libre conduit �a une perte moyenne d�acc�el�eration .a � � � �
�� m�s� n�egligeable devant
l�acc�el�eration de la gravit�e�
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Annexe C

C��cient de restitution lors d�un

choc faiblement dissipatif

�
�



Le c��cient de restitution � lors d�un choc entre deux corps est d�e�ni� d�apr�es l�Eq� �I�����
comme le rapport entre les vitesses relatives avant et apr�es la collision�

Dans cet annexe� on obtient une expression analytique du c��cient de restitution comme
une fonction de la vitesse d�impact et des constantes �elastiques et visco�elastiques des ma�
t�eriaux des corps en collision� Cette expression est valable dans le cas d�une interaction de
Hertz visco�elastique non modi��ee par la pr�esence de la gravit�e et dans la limite faiblement
dissipative� c���a�d� � � �� On suppose� en e�et� que l��energie perdue lors du choc in�elastique
est exclusivement due aux propri�et�es visco�elastiques des corps en collision et ne fait pas in�
tervenir les autres m�ecanismes possibles de dissipation �voir le x �I����� On suppose� de plus�
que la gravit�e est n�egligeable durant l�interaction�

La dynamique du contact lors de la collision entre une sph�ere et un plan est r�egie par
l�Eq� �II�	�� pour une force dissipative de nature visco�elastique d�Eq� �II�	��� En n�egligeant
le terme de gravit�e et en consid�erant une interp�en�etration x � 
 entre la sph�ere et le plan�
l�Eq� �II�	�� devient

m
d�x

dt�
� �Kx��� � �

dx

dt
x� � �C���

o�u m est la masse de la sph�ere� K le c��cient de la loi de Hertz pour un contact sph�ere�plan
�voir l�Eq� �I������ � le c��cient de dissipation �cf� page ��� et � un nombre r�eel caract�erisant
la nature lin�eaire �� � 
� ou non�lin�eaire �� �� 
� de la force visco�elastique�

L��equation �C��� est adimensionn�ee en posant

)x �
x

x�max

et )t �
vimp

x�max

t� �C���

x�max� l�interp�en�etration maximale entre la sph�ere et le plan� est calcul�ee par le mod�ele de
Hertz �en absence de dissipation et de gravit�e� et est fonction de la vitesse d�impact vimp de
la sph�ere juste avant le choc selon l�Eq� �II��
�� En utilisant l�Eq� �II��
� et les changements
de variables de l�Eq� �C���� l�Eq� �C��� s��ecrit sous forme adimensionn�ee

d�)x

d)t�
� ��

�
)x��� � �

d)x

d)t
)x� � �C�	�

avec

� �
�

m

�
�m

�K

�
�������

v

�������
imp � �C���

Dans la limite faiblement dissipative �� � � ou � � ��� le c��cient de restitution peut
�etre obtenu sous forme analytique par une m�ethode perturbative� En e�et� l��energie perdue
lors de la collision sera calcul�ee en supposant que le mouvement en pr�esence de dissipation
ne di��ere pas de fa�con appr�eciable de celui sans dissipation�

En multipliant l�Eq� �C�	� par �d)x�d)t� et en int�egrant sur toute la dur�ee de la collision � �
nous obtenons Z �

�

d

d)t

�
�

�

�
d)x

d)t

��

'
�

�
)x���

�
dt � ��

Z �

�

�
d)x

d)t

��

)x�dt� �C���

Le membre de gauche v�eri�e les conditions initiales et �nales � �a t � 
� �d)x�d)t� � � et )x � 

et �a t � � � �d)x�d)t� � )u et )x � 
� )u correspond �a la vitesse de la sph�ere �a t � � normalis�ee

�





par sa vitesse initiale vimp� Le membre de droite de l�Eq� �C��� correspond �a l��energie perdue
durant la collision�

Utilisons l�approximation faiblement dissipative pour calculer �d)x�d)t�� c���a�d� en annu�
lant le terme de droite de l�Eq� �C��� et utilisons les conditions initiales pour d�eterminer la
constante d�int�egration du membre de gauche de l�Eq� �C���� et ainsi

d)x

d)t
�

p
�� )x���� �C���

En changeant la variable d�int�egration� pour le membre de droite de l�Eq� �C���� en )x� gr�ace
�a l�Eq� �C���� l�Eq� �C��� devient

)u� � � � ���
Z �

�
)x�

p
�� )x���d)x� �C���

On a suppos�e� pour obtenir l�Eq� �C���� que l��energie dissip�ee pendant toute la dur�ee de la
collision est le double de celle dissip�ee durant t � �
 ( ����� L�int�egrale dans l�Eq� �C��� est
�evalu�ee par une fonction Beta �� not�ee B�y� z� o�u y et z sont des r�eels avec des parties r�eelles
positives�

B
�
	

�
�
�

�
�� ' ��

�
�

�

�

Z �

�
)x�

p
�� )x���d)x �� � ��� �C�
�

Comme )u correspond �a la vitesse de la sph�ere� �a la �n de la collision� normalis�ee par sa vitesse
initiale vimp� on a �nallement

� � j)uj �
s
�� 


�
B

�
	

�
�
�

�
�� ' ��

�
�� �C���

d�o�u� avec � � ��

� � �� �

�
B

�
	

�
�
�

�
�� ' ��

�
� �C��
�

o�u � est une fonction du rayon R et de la massem de la sph�ere� du c��cient de dissipation ��
des constantes �elastiques de la sph�ere et du plan� de l�exposant de compression visco�elastique
� et de la vitesse d�impact de la sph�ere vimp� selon l�Eq� �C����

D�apr�es les Eqs� �C��� et �C��
�� on note que � est ind�ependant de la vitesse d�impact
lorsque � � ���� La d�ependance de � avec vimp est r�esum�ee dans le Tab� �C��� pour les trois
valeurs de � trait�ees dans le mod�ele dissipatif du x �II����

� 
 �
�

�
�

� � �� C���v

�������
imp �� C�
�v

����
imp �� C����v

���
imp �� C����v

�
imp

C��� �� �	� �
m

"
�m
�K

#���
�� 

� �

m

"
�m
�K

#���
�� ��� �

m

"
�m
�K

#���
Tab� C�� � D�ependance du c��cient de restitution � avec la vitesse d
impact vimp dans la
limite de faiblement dissipative �� � �
 pour � � 
� ��� et ���� La loi d
interaction est
d�ecrite par l
Eq� �C��
 et ne tient pas compte de la gravit�e lors du contact�

�� Voir l	Eq� ���������� de la Ref� 
����
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�



Pour � � ���� on retrouve bien l�expression de � obtenu par Kuwabara et Kono �cf� les Eqs�
��� et ���� de la Ref� �		��� La g�en�eralisation de l�expression de �� �enonc�ee dans cette annexe�
�a n�importe quelle valeur de � montre que l��evolution de � d�epend fortement de l�exposant de
compression visco�elastique �� Notamment� lorsque vimp � 
� � est ind�ependant de la vitesse
d�impact pour � � ���� tend vers � pour � � ��� et vers 
 pour � � 
� De plus� cette �etude
con�rme les estimations de Luding et al� sur la d�ependance du c��cient de restitution avec
vimp pour di��erentes valeurs de � �voir l�annexe de la Ref� ������

En�n� v�eri�ons que les param�etres K�m et ��m utilis�ees pour tra�cer l��evolution de � avec
vimp �cf� la Fig� �II���� du x �II����� d�apr�es les Eqs� �C��� et �C��
�� satisfassent l�approxi�
mation faiblement dissipative� c���a�d� � � � ou � � �� En utilisant les valeurs des param�etres
K�m et ��m du x �II���� on peut calculer les valeurs des c��cients C��� apparaissant dans
le tableau �C���� Ces valeurs sont regroup�ees dans le Tab� C���
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��m �m���s� �	
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�

C��� �m�s�
������� �� ��� �
�� �� 
�� �
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��

Tab� C�� � Valeurs des c��cients de proportionnalit�e C��� entre ��� �� et v

�������
imp pour les

param�etres de simulations K�m et ��m utilis�es dans le x �II��
 et pour � � 
� ��� et ����

L�approximation faiblement dissipative est ainsi bien v�eri��ee pour de telles valeurs deK�m
et ��m et pour nos valeurs de vitesses d�impact� En e�et� bien avant que cette approximation
ne soit plus valide� c���a�d� pour de tr�es petites vitesses dans le cas � � 
� l�Eq� �C��� n�a plus
de sens car les e�ets de la gravit�e ne sont alors plus n�egligeables�
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Annexe D

Pourquoi la vitesse de l�onde de

d�eformation est�elle constante le

long de la colonne	
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Une comparaison entre l�exp�erience pr�esent�ee dans le chapitre III� et une exp�erience l�eg�e�
rement di��erente permettra de comprendre pourquoi la vitesse de propagation de l�onde de
d�eformation est constante le long de la colonne de billes�

Supposons que l�on s�int�eresse �a la propagation d�une onde de d�eformation engendr�ee
lors du choc d�une bille sur une colonne verticale de billes immobiles soumises au champ de
pesanteur �voir la Fig� �D�����

La colonne �etant soumise �a son poids� la force statique que ressentent les billes d�altitudes
�elev�ees est alors moins importante que celle ressentie par les billes du bas de la colonne�
Ainsi� lorsque une bille est l�ach�ee sur cette colonne� une excitation dynamique est envoy�ee �a
l�int�erieur d�une colonne qui poss�ede un gradient de force statique� Or� pour une cha��ne de
billes de rayon R soumise �a une force statique F�� on montre dans le chapitre IV que la vitesse
cs d�une onde lin�eaire de grande longueur d�onde �dans le r�egime non�dispersif�� c���a�d� la
vitesse du son dans la cha��ne� a pour expression

cs �
	p
��s

�
Es

�R��� 
�s �

����
F
���
� �D���

�s �etant la densit�e� Es le module d�Young et 
s le c��cient de Poisson du mat�eriau constituant
les billes� Pour de l�acier inoxydable �cf� le tableau page ��� et des billes de � mm de rayon�

l�Eq� �D��� s��ecrit cs � �

 � F
���
� m�s� Ainsi� le gradient de pr�econtrainte �a l�int�erieur de

la cha��ne de billes impose �a l�onde de se propager plus vite en bas de la colonne que dans sa
partie sup�erieure� Donc� dans une cha��ne de billes statique unidimensionnelle soumise �a son
poids� la vitesse des ondes de d�eformation n�est pas constante le long de la cha��ne et cro��t
lorsque l�altitude diminue� Des simulations ��
�� �
�� ���� �a �D et �a �D ont �et�e r�ecemment
r�ealis�ees sur ce genre de probl�eme� Sinkovits et Sen ��
�� �
�� montrent que la vitesse cs des

ondes lin�eaires suit la loi cs � F
���
� tandis que la vitesse des ondes de forte amplitude est plus

grande que cs en bas de la colonne et tend vers cs lorsque l�altitude augmente�

1

N

z=0

z=Nø

altitude force
statique

Fig� D�� � Impact d
une bille sur une colonne de N billes� chacune de diam�etre � � �R�
soumises au champ de pesanteur�
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Revenons maintenant �a l�exp�erience pr�esent�ee dans le chapitre III� Pour une colonne de
billes en contact en chute libre� la raison pour laquelle la vitesse des ondes de d�eformation est
constante le long de la cha��ne et ainsi ind�ependante du nombre de billes de la colonne ou de
l�altitude est assez simple� L��equation �D��� n�est valable que si la cha��ne est soumise �a une
pr�econtrainte statique avant que l�excitation dynamique ne d�ebute� Or� pour notre probl�eme�
au moment o�u l�excitation dynamique d�ebute� c���a�d� lorsque la colonne de billes commence
son interaction avec le capteur� toutes les billes de la colonne sont en contact mais ne sont pas
pr�econtraintes� Ainsi� il semble raisonnable que la propagation de l�onde de d�eformation le
long de la colonne se fasse �a vitesse constante� L�expression analytique de la vitesse de telles
ondes sera obtenue dans le x �III������
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Annexe E

Longueur de p�en�etration d�une

onde plane
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Consid�erons une onde plane unidimensionnelle� de fr�equence f � se propageant dans un
milieu � semi�in�ni� L�amplitude de vibration ui de cette onde s��ecrit

ui � ej
qix��
ft� � �E���

o�u j� 	 ��� qi �etant son nombre d�onde� x sa direction de propagation et t la variable
temporelle� Supposons que cette onde incidente arrive perpendiculairement �a un milieu � semi�
in�ni et soit compl�etement r�e��echie par ce dernier� Le nombre d�onde qt de l�onde transmise
dans le milieu � est alors �����

qt � qi ' j� � �E���

o�u � est un nombre r�eel que l�on note � 	 ��L� L�onde transmise ut a pour expression

ut � ej
qix��
ft�e��x � �E�	�

Ainsi bien que le milieu � soit tel qu�il ne r�eponde pas �a cette excitation� il absorbe tout de
m�eme l�onde sur une distance L� appel�ee �� longueur de p�en�etration �� ou �� longueur d�ab�
sorption ��� Si le milieu � est un r�eseau unidimensionnel �comme au Chap� IV�� de maille
a� ce milieu poss�ede une fr�equence de coupure fc� La variable spatiale continue x est alors
remplac�ee par la variable dicr�ete n � a o�u n est un nombre entier� Dans le cas d�un r�eseau
unidimensionnel de masses ponctuelles reli�ees par des ressorts lin�eaires� le nombre d�onde qt
est alors ���
�

qt �
�

a
' j

�

a
Argcosh

�
f

fc

�
pour f � fc � �E���

o�u Argcosh �X � est l�argument du cosinus hyperbolique de X � En identi�ant l�Eq� �E��� avec
l�Eq� �E���� la longueur de p�en�etration L de l�onde dans le milieu � est

L 	 �

�
�

a

�

�

Argcosh
h
f
fc

i pour f � fc � �E���

Appliquons ce r�esultat au cas du r�eseau de billes en acier du Chap� IV� En r�egime lin�eaire�

la fr�equence de coupure fc de ce r�eseau est telle que fc � ��� �� F
���
� kHz o�u F� est la force

de compression statique �voir le Chap� IV�� La maille du r�eseau est a � �R o�u R � � mm est
le rayon d�une bille� L��evolution de L en fonction de f�fc est repr�esent�ee sur la Fig� �E����
Lorsque f � fc� l�onde plane se propage in�niment �a l�int�erieur du r�eseau et on a L���

Ainsi� par exemple� pour fc � �	� � kHz� une onde incidente de fr�equence f � �� kHz
p�enetre dans le r�eseau de billes sur une distance L � �� � cm� tandis qu�une onde de fr�equence
f � 	
 kHz p�enetre sur une distance L � 
� 	 cm� Par cons�equent� lorsque l�on fait une
mesure �a 
� 	 cm de l�interface entre les deux milieux� la fr�equence de coupure du r�eseau
semble �etre de 	
 kHz au lieu de �	� � kHz�

Les mesures de fr�equence de coupure e�ectu�ee au Chap� IV ont �et�e r�ealis�ee �a �
 cm de
l�interface entre les deux milieux� En utilisant� l�Eq� �E��� avec a � 
 mm et L � �
 cm�
la fr�equence de coupure apparante du r�eseau� due �a l�e�et de p�en�etration� est �� 



�� fc�
La fr�equence de coupure la plus haute � pour le r�eseau de billes en acier �etant fc � 	
 kHz�

�� Pour F� � ��� N �

���



la fr�equence de coupure mesur�ee exp�erimentalement semble alors augmenter de � Hz par
rapport �a cette valeur calcul�ee� Il en est de m�eme pour un r�eseau de billes en verre dont
la fr�equence de coupure la plus haute� cad pour F� � ��
 N � est fc � �� kHz� L�e�et de
p�en�etration de l�onde dans le r�eseau appara��t donc n�egligeable pour les mesures de fr�equence
de coupure du r�eseau �a une distance de �
 cm de l�interface entre les deux milieux�
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Fig� E�� � Longueur de p�en�etration L d
une onde lin�eaire de fr�equence f � fc dans un r�eseau
de fr�equence de coupure fc� Cette �gure a �et�e tra�c�ee pour un r�eseau de maille a � 
 mm �cf
l
Eq� �E��
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